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Vorwort. 



Die gute Aufnahme meines für Maschiaenbausoliulen und ähnliche 
Ijehran stalten bestimmten, die sechs Grundfe6tigkeit«n umfassenden Werkes 
„Einführung in die Festigkeitslehre" in den Kreisen der Schule und der Praxis, 
sowie die vielseitige Nachfrage nach der Erweiterung und Fortisetzung der Ein- 
führung hat mich zur Herausgaije des vorliegenden Werkes über zusammenge- 
setzte Festigkeit veranlaßt, das sich sowohl als ein Ijehr- oder Beibuch zum 
Unterrichte an höheren technischen Lehranstalten wie auch für den in 
der Praxis stehenden Techniker als ein leicht verständliches und schnell 
zu übersehendes Hand- und Nachschlagebuch eignen dürfte. Zum grölSeren 
^ Teile umfaßt das Buch den Lehrstoff, den ich selbst im dritten Semester 
meines Unterrichtes in der Festigkeitslehre an der seit etwa zwei Jahren 
als höhere technische Lehranstalt ausgebauten Städtischen Maschinenbau- 
schule in Leipzig zugrunde l^e. 

Da das vorliegende Batäi gleich der genannten Einführung nur ein 
L«hrbueh sein soll, das ohne Kenntnis der höheren Analysis durchaus 
verstanden und verfolgt werden kann, habe ich im Interesse der leichteren 
Übersichtlichkeit des Werkes außer den Gleichungen der elastischen Linien, 
die den einzelnen Belastungsfällen zugehören, alles das fortgelassen, was 
nur einfachen Formel- und Tabellenwert hat, worüber ja die Hütte oder 
jeder technische Kalender genugsam Aufschluß gibt. Dagegen habe ieh 
dem nach Abschnitten und Paragraphen geordneten Lehrbuche in leicht 
zu übersehender Weise, worauf besonderer Wert gelegt worden ist, eine 
aus 45 praktischen Beispielen bestehende Aufgabensammlung aus dem 
Gebiete der Maschinen- und der Baukonstruktion zugefügt, die den Stu- 
dierenden bei diesbezüglichen Rechnungen als zweckentsprechende Unter- 
lage dienen und ihn zu selbständigen Arbeiten anregen soll. Hierbei habe 
ich, wie bei den Aufgaben im ersten Werke, mit Absicht die auf ver- 
schiedene Querachnittseinheiten bezogenen Materialspannungen gewählt, 
damit der angehende Techniker sieh frühzeitig mit den fortgesetzt wechselnden 
Rechnungen der Praxis, für welche die technische Schule entsprechend 
vorbereiten soll, unter der Anleitung des Lehrers genügend vertraut machen 
kann. Auch habe ich bei den vollständig durchgeführten I^ösungen der 
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IV Vorwort. 

Aufgaben, den man von Anfang bis Ende leicht folgen kann, Wert auf 
die atgebnÜBchen Ent Wickelungen gelegt, auf die an dieser Stelle der Stu- 
dierende besonders aufmerksam gemacht sei. Man kann natürlich auch 
ohne das exakte Lösen . zum Ziele gelangen, wenn man sich der zum^st 
sehr umetändlichen und zeitraubenden Probiermethode bedienen will, deren 
Unalcherfieit in der mehr oder weniger willkürlichen Resultatechätzung 
liegt. Wenn auch in manchen Fällen ein schäljiungaweises Vorgehen 
bequem und zweckmäßig sein mag, so darf doch ein solch inkorrektes Ver- 
fahren ebensowenig zur Regel erhoben werden, als es mit der unter normalen 
Verhaltnissen nur zur Kontrolle der exakten Rechnung dienenden graphischen 
IjÖsung geschehen soll, die eben nur ein zeich nerisehes Verfahren bedeutet. 
Im allgemeinen gilt für den Techniker der irrtumloae, mathematische 
Rechnungsgang, den anzueignen sich jeder Studierende um so mehr be- 
fleißigen sollte, als eine gute mathematische Grundlage in Verbindung n)it 
einer guten Wcrkstattpraxis nicht nur zum lückenlosen Studium technischer 
-Werke gehört, sondern auch unstreitig den Schlüssel zum wirklichen tech- 
nischen Denken darstellt 

Im übrigen möchte ich noch darauf hinweisen, daß meines Wissens 
nach das vorliegende Buch das erste ist, das auf nur elementarer Grund- 
lage fußend, in möglichst systematischem Aufbau das für jeden technischen 
Mittelschulabsolventen Wissenswerteste aus dem Gebiete der zusammenge- 
setzten Festigkeit enthält, ohne deren Kenntnis und Verwertung das volle 
Verstehen und die selbständige Durcharbeitung einer Konstruktionsaufgabe, 
falls diese nicht nur einzig und allein ein Bild darstellen soll, wohl aus- 
geschlossen sein dürfte. Vor allem werden dem Studierenden die mit dem 
Lehrbuche in ergänzendem Zusammenhang stehenden Anwendungen sehr 
willkommen sein. 

Ich hoffe deshalb, daß auch dieses Werk innerhalb der gedachten 
Kreise auf eine gleich gute Aufnahme rechnen darf, wie sie mein erstes 
Werk bereits erfahren hat. 

Leipzig, im November 1908. 

Ernst >Vehnert. 
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Einleitung. 



Nachdem in den zur Einführung in die Festigkeitslehre dienendem 
ersten Bande des vorliegenden Werkes die 6 Grund featigkeiten ihre Er- 
ledigung gefunden haben, sollen in diesem zweiten Bande die für die 
Praxis notwendigen iBäfae und Begeln aus dem Gebiete der zusammen- 
gesetzten Festigkeit besprochen werden. 

Wenn nun streng genommen die bereits im ersten TeUe behandelten 
Festigkeiten der Biegung, der Knickung und der Torsion auch schon 
Kombinationen der einfachen Festigkeiten — Zug, Druck und Schub — 
darstellen, so werden sie für gewöhnlich doch nicht unter die zusammen- 
gesetzten Festigkeiten gerechnet, mit denen die praktische Technik zu tun 
bat Je nachdem es sich also um Biegung, Knickung und Toraion oder 
om Zusammensetzungen der sechs Gruudfestigkeiteu handelt, kann man 
die zusammengesetzten Festigkeiten in zwei Arten einteilen, 

1. in eine natürliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig- 
keit im engeren Sinne und 

2. in eine künstliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig 
keit im weiteren Sinne. 

Zu der letzteren Art sind alle sonstigen zwischen den sechs Grund- 
festigkeiten möglichen Verbindungen zu zählen, die allerdings praktisch 
nicht alle gleiche Bedeutung haben. 

In allen Fällen handelt es sich nun lediglich um die Festetellung 
der größten Anstrengungen der Materialien, wozu es von vornherein 
zweckmäßig ist, zu unterscheiden, ob bei einer eben gedachten Schnitt- 
fläche eines zu untersuchenden Körpers, für deren Funkte die Anstrengung 
bestimmt werden soll, 

a) nur verschiedenartige Normalspannungen, 

b) nur verschiedenartige Schubspannungen oder 

c) Normal- und Schubspannungen gleichzeitig 

W« b D e 1 1 , Featigkeitelehre II. 1 



Disiiizodby Google 



3 Einleitung. 

ZU berückeichtigen siDd. Auf diese Weise gliedert sich der zu beliaudelnde 
Stoff in 3 Gruppen, dereu jede sich wiederum mit Rücksicht auf die 
Kombinationen der Orundfeatigkeiten, soweit sie praktiscben Wert haben, 
in die folgenden Arten zerlegen läßt, womit gleichzeidg die Richt- 
schnur für die Stoffverteilung des vorliegenden zweiten Bandes gegeben 
sein soll. 

Arten für a): Nur verschiedenartige Normalapanniuigen. 
Zug oder Druck mit Biegung. 

Arten für b): Nur verschiedenartige Scbubspannungen. 
Schub mit Torsion. 

Arten für c): Normal- und Schubspannungen. 

1. Zug oder Druck mit Schub. 

2. Zug oder Druck mit Torsion. 

3. Biegung mit Schub. 

4. Bi^;ung mit Torsion. 
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Erster Abschnitt. 



§ 1. AUgemeines über Spannangen. 

Die in der Mechanik der starren Körper aufgestellten Sätze für das 
Oleichgewicht der Körper lassen sich ohne weiteres auch auf die einzelnen 
Tdle oder Elemente der Körper übertragen, an denen die Spannungen 
als äußere Kraft« wirken (vgl. Einführung: § 13 Abs. 2), Da die Ele- 
mente hierbei beliebig abgegrenzt sein können, die Gestalt und Form also 
willkürlich ist, vermag man auch über die Liage und Kichtung der Span- 
nungen zu bestimmen, wodurch sie aber sämtlich der Untersuchung zu- 
gänglich werden (vgl. Einführung: § 13 Abs. 4). 

Aus den Gleichgewichts bedingusgen, die für jedes Körperelement 
erfüllt sein müssen, ergeben sich die Beziehungen zwischen den Spannungen 
nach verschiedenen Richtungen und an verschiedenen Stellen des Körpers, 
die dann als Grundlage für die weiteren Betrachtungen dienen. 

Bei der zusammengesetzten Festigkeit handelt ee sich in der Haupt- 
sache um das Zusammensetzen oder Vereinigen von Spannungen zu einer 
resultierenden, idealen Spannung, was entweder durch einfaches algebra- 
isches Siunmieren oder nach den Grundsätzen vom Parallelogramm der 
Kräfte geschehen kann. 

Einen diesbezüglichen kurzen Überblick gewähren die folgenden 



. Sollen die in Fig. 1 als Kräfte dar- 
gestellten Normalspannungen öh, 0ig, (Tai uud at^ ■ — =^ — ■ ^ -; 

zu einer resultierenden Spannung öi vereinigt —^ ^ ^ ' — g ' 

werden, so erhält man unter Beachtung der für ' *» * 

Zug und Druck geltenden Vorzeichen plus und Fig. i. 

Hl = Oti + ff,B — ffdi — Oda- 
2. Wirken dagegen die in Fig. 2 angegebenen Normalspannungen 
(Ja und a« unter einem Winkel a, so erhält man mit Hilfe des Pythago- 
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räischen I^ehrsatzes die resultierende Spannung 



Ol = y»»* + öd' + 2 Ol öd C08 a. 
3. Vereinigt sich beispiels weise nach Fig. 3 eine Normalspan uung c 
eioer Schubapannung t ao zu der resultierenden Spannung Oi, daß 



.^^^ 




Kg. 2. 

die letzte« mit der NoroialspanDung einen Winkel a einschließt, so ist 

T* ^ ff* -(- o,* ± 2 ö ffi coa a, 
woraus sich dann die resultierende Spannung in folgender Wraae ei^bt: 
ffi*±2öcosa.ffi ^«* — ö*. 

Oi^ ±2aco8a . ai-{-{a coB af^i' — a' -\- (a coa af , 
(ffi±ffooaaf =T* + g'(cos'a— 1). 

Oi±oco8o ^ i Vff* (cos'o — 1) -|- ^* > 

oder venn für cosa^x: 

und für cos* a — 1 ^ y* gesetzt wird, 



. fli = ±xff±y(ö*+p-T')y^ 

„ ^ ± X ö ± yl/ 0^ + -( - «■*. 

4. Führt man in der letzten Spannungsgleichung die vorläufig noch 
in bestimmten Faktoren Ä, B und C ein, so erhält man in der Gleichung 



ai = &.a±Bya^-\-Ct^ 1 

einen Ausdruck, der zur Berechnuog der resultieren dea oder idealen Span- 
nung für alle die in der Gruppe c aufgeführten kombinierten Festigkeiten 
dienen kann, sofern die genannten Faktoren bekannt and. (VergL § 4.) 

§ 2. Der Spannnngszastand für einen Körperpimkt. 

Nachdem bei der im -3. Abschnitte der Einführung aufgeführten 
Lehre von der Schubfestigkeit unter g 13 Abs. 2 bereits die Gleichgewichts- 
bedingungen zwischen den Spannungskomponenten eines Körpers behandelt 
worden sind, soll nunmehr der Spanuungazustand für einen beliebigen 
innerhalb eines Körpers gelegenen Funkt ermittelt werden. 
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§ 2. Der Span nungfuusl and für einen Körperpnnkl, 5 

Hierbei ist unter dem Spannungszuetande die Gesamtheit der Span- 
nimgen zu verstehen, die für alle durch den Körperpunkt gelegten Fiäcben- 
elementfi auftreten. 

Um nun eine Unt^lage zu erhalten, wähle man irgend eins von 
diesen Flachenelement«n zur Oberfläche eines unendlich kleinen Körpers 
und wende auf ibn das im § 1 Gesagte an. Bei der Wahl der Körper- 
fonn ist man an keine Grenzen gebunden, sämtliche Untersuchungen laufen 
vielmehr auf ein gemeinschaftliches Endresultat hinaus; dieserhalb ist es 
zweckmäßig, den anzustellenden Betrachti^ngep die ' möglichst einfachste 
Körperform zugrunde zu legen, '"Äla'solche-aei' das nur von vier ebenen 
Flächen begrenzte und in Fig. 4 dargestellte Tetraeder gewählt, dessen 
rechtwinklig aufeinander stehende Kanten AO, BO und CO mit den 
Achsen x, j, z eines räumlichen Koordinatensystems zusammen fallen. 
Damit sollen aber auch die Spannungskomponenten als gegeben betrachtet 
werden, welche in den senkrecht zueinander gerichteten Flächen des Tetra- 
eders wirken, unter diesen Voraussetzungen sollen nun die, den Achsen 
parallel laufenden Spannungakomponenten p^, py und p^ der vierten, be- 
liebig geneigten B^'enzungsfläche berechnet werden, deren Normalspan- 
nuDg mit p bezeichnet Bein möge. 

Scheidet man nun mit bezug auf das Folgende von vornherein 
etwiüge Schwingungsbewegungen des Körperelementes auB, die nach dem 
d'Alembertschen Prinzip noch eine Trägheitskraft als Gegenkraft 
erforderlich machen würden, um den Fall der Bewegung (Dynamik) auf 
den Gleichgewichtsfall (Statik) überzuführen, so wirken an dem genannten 
Tetraeder fünf äußere Kräfte, die sich gegenseitig das Gleichgewicht 
halten müssen. 

Denkt man weiter daran, daß eine von den fünf Kräften, die von 
außen her auf die Masse des Elementes wirkende magnetische Femkraft 
ist, deren Größe bekanntlich von der Masse bezw, von dem Volumen des 
Körperelementes proportional abhängt, so kann man mit Rücksicht auf die 
unendUche Kleinheit des Elementes auch diese Kraft ausscheiden, so daß 
für gewöhnlich nur noch die auf die vier Begrenzungsflächen des Tetraeders 
einwirkenden Spannungen für die Gleich gewich tsuntersuchungen in Frage 
kommen. 

Da die geometrische Summe dieser vier Spannungen im Gleich- 
gewichtsfalle gleich Null sein muß, so folgt daraus, daß bei drei gege- 
benen Spannungen sich auch die Größe und Lage der vierten Spannung 
sowohl analytisch als auch graphisch ermitteln läßt, Die sonstigen Gleich- 
gewichtsbedingungen gegen eventuelles Drehen des Körpers ergeben sich 
aus der Einführung: § 13 Abs. 3. 

Um nun die bereits genannten Spann uugskomponenten p^, p^ und 
Pi zu finden, zerlege man in Fig. 4 die in den Schwerpunkten der drei 
aufeinander senkrecht stehenden Tetraederflächen angreifenden Normal- 
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BpannuDgen Ox> Oj, ffi in je zwei parallel zu deD Achsen gerichtete 
SchuhspansungeD ^xyj) *'j(i)i ^iW ^i{i) und ry(i) Ti(j). Schließt dann 
die von aus auf die Fläche ABC errichtete Normale ON mit den 
Koordinatenachsen die Winkel a, ß, /ein, so hilden diese Winkel nach 
einem Satze der Stereometrie zugleich die Neigungswinkel zwiecben der 
Fläche ABC = f und den Seitenflächen OBC = f,„ OAC = f„ und 




Fig. 4. 

OAB:=fiy. Die Inhalte der Seitenflächen, welche die Projektionen der 
Fläche f auf die Koordinatenehenen darstellen, erhält man durch Multi- 
plikation der Fläche f mit dem Kosinus der entsprechenden Neigungs- 
winkel. 

Bezeichnen noch Pj, Py, P^ Kräfte, die auf die Masse des Tetraeders 
einwirken' und deren Richtungssinne mit den Spannungskomponenten p,, 
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§ 3. Der SpanaungBEusland für e 



Py, pi übereiDstimmeD mögen, so ht das vorgelegte Tetraeder im Gl^ch- 
gewichte, wenn 



= ö,.fc< 



L Richtung der x-Ächse: 

«a -{-Ti(t).icoäß -\--Cnj).tcoB} 
- „ =f(ffjt.co8a + Ti(i) . cos /S + Ti(y) . coa y), 
. in lUchtung der y-Achse: 

» =Tr(i).fooao +ffj.ico8/S +Tr{i).fcosy 
= f(Ty(,).co8tt+(7,.cos/? -i-i^j(.).cosy), 
. in Richtung der z-Acbee: 

P, + f P. = T,(,) . f j. + T,(.) . f.. + Oz . fxT 

„ ^ii(j).fco8ö-|-ri(i).f coayj-j- ffj.f cosy 

ist. Bei diener Aufstellung hat das Tetraeder immer noch eine Maaee, 
von der die Kräfte Pj, Py und P^ abhängig sind. Es fällt also hierbei 
der Körperpunkt M, für welchen der Span nun gszustand festgestellt werden 
soll, noch nicht mit dem Koordinat«naiifangspunkt zusammen. 

Da der Spannungezustand aber das Zusammenfallen der b^den 
Punkte M und bedbgt — denn nur so können die vier Ebenen des 
Tetraeders durch den Körperpunkt M gehen — so reduziert sich das 
Volumen bis auf Null, womit dann auch die Kraft« Pj, Py und P^ in 
W^all kommen. Scheidet man deshalb in den vorstehenden Gleichungen 
die Massenkrätl« au?, ao ei^ben sich durch Division mit f die gesuchten 
Zustand sgleich un gen 

1. pi = ijj.cosa +Ti(,).coa(S + r,(y).co9y, 
3 . . j 2. Py = Tyd) , cos o -]- öy . cos j! -|- Ty(i) . cos y, 

*■ 3. pi = Ti(y) . cos a -[- Ti(x) . cos /? -f- "» ■ *'**^ /' 
die besonders dann Anwendung finden, wenn die beliebig geneigt« Ebene 
des Tetraeders In die Oberfläche des gegebenen Körpers fällt. In diesem 
Falle bedeuten die linken Seiten äußere, auf den Körper einwirkende 
Druckkräfte, die zumeist bekannt, ja vielfach gleich Null sind. 

Tritt der letzte Fall ein, so erhält man die zwischen den Spannungs- 
komponenten an der freien Körperoberfläche oder deren Nähe bestehenden 
Beziehungsgleichun gen 

1. C.coso + ri(.). cos j? + T,(y). 008^ = 0, 

* • -! 2. Ty(i).cosa-|-(jy,cos/J + Ty(i> . cos y = 0, 

S. Tt(j-).cosa-\-Ttix)-coBß-\~at.co3y ^0. 
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g 3. Der ebene SpanmmgBziistand. 

Der in § 2 behandelte allgemeinste Fall des Span nungszustan des, 
der überhaupt in einem Körper auftreten kann, findet in der angewandten 
Festigkeit wenig Verwendung. Bei den praktischen Aufgaben liegen für 
gewöhnlich die Verhältnisse so Tor, daß sämtliche Spannungen in einer 
ebenen Flache wirken. Man spricht dieserholb auch von einem ebenen 
Spannungszustande, der sich ohne weiteres aus dem allgemeinsten. Falle 
durch Verschwinden der Spannungen nach der x-, y- oder z-Ricbtung 
ergibt. 

Während im § 13 Abs. i der Einführung bereits der einfache oder 
lineare Spannungszustand für Schub als dn Sonderfall des ebenen Span- 
nungszustandes erledigt worden ist, handelt es sich im vorliegenden Falle 
um die Festl^:ung der SchnitIrJchtung, bezw. des Winkels a, für welchen 
die Normal- und Scbubspannungen ihre größten Werte annehmen. 

Zu diesem Zwecke lege man den Betrachtungen ein in den Figuren 
5 a und 5 b dargestelltes, unendlich kleines dreiseitiges Prisma zugrunde, 
^ dessen Eant«n b parallel 

zur z- Achse gerichtet sein 
mögen, in deren Rich- 
tung der Körper span- 
nungsfrei sein solL Die 
aus den genannten Fi- 
guren ersichtlichen Span- 
nungen wirken also sämt- 
lich in der Ebene x j 
des Koordinatensystems 
z 7 z. Auf die unter den 
Winkel a geneigte Fläche 
wirke die Spannung a 
ein, welche durch ihre Sei- 
tenkomponenten , näm- 
lich der Normalspaunung Og und der Schubspannung rg, ersetzt werden 
kann, wo }ede sich dann parallel zur x- und y-Richtung wieder in die 
Spannungen a^ a^ bezw. Tj Tg zerlegen lassen. 

Die die beiden anderen Flächen des Prismas beanspruchenden Schub- 
spannungen Ti(i) und Tjd) sind nach dem am Schluß des § 13 Abs. 2 
der Einführung aufgeführten Lehrsätze gleich groß und können deshalb 
mit T benannt werden. 

Bezeichnet man nun noch die Inhalte der Flächen b . OA, b . OB, b . AB 
mit fyi, f„, Iq und denkt man daran, daß die ersten beiden Flächen 
Projektionen der Fläche fg sind, so erhält man, falls ein Verschieben in 




Fig. 5 a, 
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g 3. Ber ebene SpannnogsEnstaiid. KnrinidgpaniiDag. 9 

lUchtung der z- und y-Achse auageschloaseD sein soll, die beiden Gleich- 
ge wichtsbed i ngungen 

1. in Bäclitung der x-Ächse: 

ffl ■ »1 + *o ■ ^1 — *j» "^ —Uz-r =0 

oder f^ . Oq sin a -|- fo . To co3 a — t^ ain a-Oi — fg cos a.t ^0 

« Ogsina -\-ioCosa — Uisina — rcosa ^0, 

2. in Richtiuig der y-Achse : 

^0 • C» —^o'^I — f y I ■ T — f I, . ff 7 =0 

oder fo . öfl cos OE — f^ . Tu aln a — f(, sin a . t — f,, cos o . o,^ ^ 
„ ffu cos a — To sin a — t ain a — a, cos o = 0, 
aus denen man dann die Kormal Spannung Og und die Schubspannung %^ 
in fo^nder Weise erhält 

a) Die Normalspaniinng «o- 



1. (jfl ain a + Tu cos a — öj i 
8. ff„ cos a — Tu sin a — T si 



— T cos a = 

- o. cosa= 



Ou sin' a-|-Tu sin a cos a — ffi sin* a — t ain a cos « = 
gp cos' g — Tq sin g eo3 g — t sin g cos a — Oj eoa' a=:0 

Off (sin' «-]- cos* g) — ö^ sin* g — ff, coB* g — 2 t sin g cos a ^ 0, 
und da Bin»g-|-cos*a=l ist, ^) 

ffu — fff ain' « — «y cos* a — 2 t sin g cos ö = 0, 
ffu = ffi sin' o -|- ff j cos* g -I- 2 T sin g coa g. 
Führt man nun noch den doppelten Winkel mit Hilfe der trigonometrischen 
Sätze 

. , _ 1 — cos2a *) 
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I. Abschoitt. 

1 + C0S2O •) 
oo3^a=^ — —^ und 

Isinacoso^sia2a ') 



ein, so erhält man 



_ ff» + gj fx — Oj 



b) Die Schnbspannnng rg: 

1. öflSin K + Tijcosa — OiSina — tcosö ^0 1 cosa 
g. gpCOBg — TfiBina — Tsing — gyCoag^O | — atn g 

öusinacosa-J-ToCOB*« — ffx.sinacoaa — rcoB^a ^=0 
— CnBingcx)Bg-|-T(|HiD'a-|-Tsin'g -|- gy sin a cos g ^ 

Tu (sin* g-j- cos' a) — a^ ain ocob g-(- Oy sin a cos g — t (cos' g — sin* o) ^ 

und, da wieder Bin* a -\- cob' g ^= 1, 

femer oos* a — sm^ a := cos 2 a ist, 

^0 — fe — ffy) sin ö cos g — t cos 2 a = 0, 

To^(ffi — ay)singGoaa-{-Tco9 2a 

und, da 

2siQgcosg^sin2a 

oder 

Bin 2g .^ 
sinoGoag^ — - — lat, 

sin 2« - 
To={ffx-(ry)^ h 

-|-TC082a 
'* "■■ +tcos2o . . « 



') 


co82a = cOB'a — aii 


i'o = 




, =2cos'a— 1 
COS.« » + 7^" 




*) 


sin(a + jJ) = 8inaM. 
faiß = a, ist 
sin2a^Binaco 


b3 + ' 
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g 3. Der ebene SpcumungBzu stand. Scbubepanunng. U 

Bevor nun zur BestimmuDg der Maximal- und Minimalwerte von ffg 
und Tf, geschritten wird, ist es zweckmäßig, sich erat noch über die, zwischen 
diesen Werten beafehenden Beziehungen klar zu werden. Zu diesem Zwecke 
schreibe man die Gleichungen 5 und 6 in der folgenden Weise um : 



ffo — 



g^ + gy _ 



2t 



and setze den in beiden Gleichungen gemein schaftlich auftretenden Atis- 
druck 



worin q> einen Hilfswinkel darstellt, ao erhält man 



T(sii]2a — tgy.coaSa) 

i(siii2a— 5^.cos2o^ 

V oot<p J 

/ .i.a».cosy- 

V coa 



cos 9) 

cosqn ' 
To ^T{cos2a-^tggD.sin2a) 



cos 2 ce . cos 9) -|- Btn 2 a 



gg—y) 



coa 9) 

Da nun der Sinus von ± 0", i 180", .... den Wert 0, 

von + 90", ± 270", .... den Wert + 1 

hat, der Kosinus aber von +0", ±180**, .... den Wert ± 1, 

von ±90«, i270", .... den Werl 
erreicht, so erkennt man aus den letzten beiden Gleichungen, daß 
1. für (2a—f) = ±0°, ±180", .... 



wird, während T|> seinen Maximal- bezw. Minimalwert 

cos 9) 
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erhält und, daß dagegen 

2. für (2o — 9)) = ±90", ±270», 

To=0 

wird, während a^ äein Mazimutn bezw. Minimum 

2 cos qo 2 cos y 

annimmt 

Entwickelt man noch aus der oben genannten Hilfen inkelgieichung 
den Kosinus von tf und führt diesen Wert in die letzten Gleichungen 
ein, so ergeben sich die größten und kleinsten Werte von ff« und tq wie folgt : 



^^ 2 t cosgp' 



sin 9) 
cosgp' 

woraus man coso) = sin<i>^ VI — co«'»», ') 

flx — öy ff» - flj 

oder coh'9)=( 1 (1 — cos'gi) 

( 2t Y { 2i V 2 

\(Fi fly/ \ffi — 0j/ '^ 

, , / 2t \s , 4t» 

oder cos* qo I 1 -|- 



(g, — ay)'+4T ' ^ 

(öl — öy)* 

^ 4t' (Ox — gj)' 

~ Iflx — ffj)* ■ (<Jx — öy)' 4- 4T* 

^ 4t' 

^ 4t* 4- (Ox — CtI" ' 



■^y-y4 T'+tg,-.,i'- 



2t 



V4i* + (o^ — ff,)" 
erhält. Diesen Wert oben eingeführt, gibt die Maxima oder Minima der 
Normal- uüd Bchubspannungen , die man auch als Hauptspannungen be- 
zeichnet. 



1) sin' g> + cos' 91=1 
Bin'y = l — coB'y 
sin y = / 1 — cos' tf. 
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§ 3. Der «bene Spann ungsEustaad. Nonualapannang. Scbubipannang. 13 

Es ist 

1. die Normalspaiiiiniijr 

a±„„-^— ± — 



ViT' + ia^ — Oj)* 
2. die gchubspanaung 



Vit' + ia^-a,)' 
:-±-i-V4,' + (ax-o,y'. . . . 



Die den HaupbspanDUDgen eDtaprechenden Hauptrtchtungeii werden 
iDdirekt durch den HiHswiDkel <p oder direkt durch den Ndgimgswinkel a 
bestimmt, für den sich ein Ausdruck aus der Gleichung 6 für Tg ^ 
herleiten läßt. 

Man erhält 



O = ^^^sin2a+TCOB2«. 




lit cos 2« dividiert. 






^=^^-^H 


30s2a 
:oB2a 




= "-^te2a+t, 






2 2t 
tg2o = — T = - = — 

Ol— (Jj Ol— Oy 


1 


1 


ßx-ffy 


tgy 


„ = — COtECP 


2r 





Setzt man beim ebenen Spannungszustande, bei dem die Richtungen 
der Hauptapannungen mit den Riebtungen der Koordinatenachsen zu- 
sammenfallen, eine der beiden Hauptapannungen gleich Null, so erhält 
man den linearen Spannungszustand, für den dann die Gleichungen 6 
und 6 die folgenden Formen annehmen: 
ffi + öx — 



-cos2a-|-0.ain2 
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2 


2 ^ 

1 — cos 


2a 
2a 








2 










— . 


■ 2« 


+ 


. cos 2 a 


Sl 


■ Bit! 2 a: 


_l 


0, 


.sin2ii 



NB, Während man also den ebenen Spannungszustand sich aus 
zwei gleichzeitig auftretenden linearen Spannungszuständen vorstellen kann, 
deren Hauptrichtungen senkrecht aufeinander stehen, kann der allgemeinste 
Spannungszustand aus drei zusammea wirkenden linearen Spaunungs- 
zuständen bestehend gedncht werden, deren Spanuungsrichtungen recht- 
winklig zueinander stehen. 

§ 4. Die idealen oder reduzierten Spaimniigen. 

Das im § 7 der Einführung unter den Gleichungen 18 aufgeführt« 
lineare Gleichungssystem gibt die Beziehungen zwischen den Spannungen 
und den Formänderungen (Dehnungen) für den allgemeinsten Bpannungs- 
zustand an, bei dem die rechtwinklig zueinander gerichteten und parallel 
den Koordinatenachsen x, y, z laufenden Normalspaunungen o„ Oj, Ot, 
gldcbzeitig auf den Körper einwirkend, die Dehnungen Gj, e^, e, in den 
Achsenrichtungen hervorrufen. 

Das mit Hilfe des Superpositionsgesetzes erhaltene Gleichungssystem 
setzte voraus, daß die Struktur des beanspruchenden Körpers isotrop, d. h. 
so beschaffen sein sollte, daß unter sonst gleichen Voraussetzungen die 
Formänderungen für beliebige Kraftrichtungen dieselben blieben im Gegen- 
satz zu den heterotropen, bei denen in jeder Richtung auch eine andere 
Formänderung eintritt, so wie es beispielsweise beim Holze der Fall ist, 
wo in Faserrichtung andere Dehnungen auftreten als senkrecht dazu. 
In solchen Fällen hat man die zugehörigen Mat^rialspannungen zu be- 
rücksichtigen. 

Ersetzt man in den genannten Gldchungen die Normalspannungen 
ffz, cTy, «i allgemein durch die drei Hauptspannungen a^, a^, Og, so er- 
hält man 

e,=aia, -— ' | oder-'- = fl, ("B + ffg)» 

V m / a ^ m 

«- = «"« — 4;r-^ " - = <'«-„(<'. +«3). 
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führung) 



§ 4, Die idealen uod reditzlerten Spannnngen, ]5 

= o(öB — ~^) oder ^ = 0j — -(ö^-|-ßj). 
nun nach dem Hook eschen Gesetze (vergl. g S der Ein- 



8, = oc ffii oder Oi, ^ — , 
8i = affi» « "1» = ^' 



«a=aBi 



ffis = 



iat^ vorin Oj,, ffig und öig die in den einzelnen Hauptrichtungen auftreten- 
den idealen oder reduzierten 8pannungen daratelien, so schreiben sich die 
dem all^mein steil Spsniinugszustande zugehörenden Gleichungen 

(^, =0,~-~{ög-|-(jg), 

Oia = Os — — (ffi+Oj)' 

OiS=ff3 — -("iH-Öb)- 

Bei praktischen Rechnungen ist die größte dieser drei Spannungen 
zu verwenden. 

Wird nun eine der drei Hauptspannungen z. B. a^^O, so erhält 
man die rediizieTten Spannungen für den ebenen Spannungszustand 

1 1 

"ii ^ ff] "a I 



von denen auch nur der größere Wert Bedeutung hat. Die Spannungen 
Ol und ag stellen hierin die in den Gleichungen 7 entwickelten größten 
und kleinsten Hauptspannungen 

_ tfx + gy I 1 ■ 

<^2 = ^-^i-^-i-Vi^' + {'y.-ajf 






und 
dar. 

Setzt maii in diesen Gleichungen noch Oj ^ 0, was bei den meisten 
praktischen Anwendungen der Fall ist, so erhalten die Hauptspannungen 

die Werte 



l ,1/7- 
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16 I. Abschnitt. 

und <jj 11= — Oj — ■(/4 jr* -|- tj^, 

welche in die Grldchungen 13 eingeführt, die idealen Hauptspan nungen 

" =(t°"+I>'*^+^') -^d"'- \t/^+^) 

2in ^2m'^ 
und Ojj ^ ffg (jj 

m — 1 m + 1 

»=-2^-°' 2ir)'"-' + '»' 

ergeben. 

Da sich diese Spannungen nur im Hauptvorzeichen unteracheiden, 
so lassen sie sich in der allgemeinen Gleichung; 

-"==S-'''±^''°M^' " 

vereinigen, die mit der im § 1 genannten Gleichung 1 vollständig über- 
einstimmt; den daselbst aufgeführten unbesümmten Faktoren Ä, B und 
C entsprechen bierin die Werte 



1 — 1 



0,35 bezw. -r- 



14a 



und l&=i~ — = 0,65 bezw. — , 

sofern man für die im § 7 der Einführung erwähnte, nach Foisson 

benannte Konstante m die Werte — bezw. 4 einsetzt 

Mit diesen Zahlenwerten schreibt sich dann die Gleichung 14 

1. für m = — : Oi = 0,36 ff ± 0,65 }/a'-\-i i*, 

^ 15 

2. fürm = 4: ai=-^a±^Y^+47'. 
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g 5. SpuiDungsellipee. SpsDOUDgeclIipi 



17 



Obgleich nun die allg^emeine Gleichung 14, vie bereite am Ein- 
gange dieses Paragraphen gesagt worden ist, nur für isotrope Körper 
Geltung hat, läßt sie sich auch ohne weiteres für die übrigen, hetero- 
tropen Körper verwenden, für die man nur noch die unter der Wureel 
stehende Schubspannung t mit einem Koeffizienten a^ zu multiplizieren 
hat, der das jeweilige Verhältnis zwischen der Schub- und Normalspannung 
ausdrückt. 

Mit bezug auf die im § 13 Abs. 4 der Einführung genannte Glei- 
chung 53 

— j— - k oder k =- — S^ l' 

die sich auch aus der Gleichung 12 für ir^O und o^O herleiten läßt, 
hat man in 

k zulässige Kormalspannung 



k.= 



-K 



■" + 1 ,, 



■L+i 



16 



lannung 



das sogenannte Anstrengungsverhältnis gebildet. 

Führt man nun noch dieses Verhältnis in die Gleichung 14 ein, 
so erhält man die für jedes Material gültige Gleichung 



='°S^»±'^i''^*(^ 



, und %„ für alle 



% 5. Spannnngsellipse. Spannnngsellipsoid. 
a) Die Spannnngsellipse. 

Für den im § -3 aufgeführten ebenen Spannungszuatand kann man 
mit Hilfe der Gleichungen 5 und 6 die Spannungen i 
Neigungswinkel der Schnittfläche AB 
rechnen. 

Um eine graphische Übersicht 
vereinigt man die zusammengehörenden Span- 
nungswerte zu resultierenden Spannungen pr, die 
in einem beliebigen Kräftemaßstabe, von dem 
Anfangspunkte eines in Fig. 6 dat^stellten 
Koordinatensystems ausgehend, als Strahlen auf- 
getragen werden. Hierbei entspricht jeder Schnitt- 
richtung ein Strahl, deren Endpunkte im allge- 
meinen eine Ellipse bilden, wie aus dem Fol- 
genden zu erkennen ist. Der Einfachheit halber 
wähle man in Fig. 7 das Koordinatensystem so, 
daß die Achsen mit den Hauptspannungen zu- 

Wehnert, Festigkeitslehre II. 
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sammen fallen, dann ist der Gleich gewicbtszuetaDd gewahrt, wenn 
1. in Richtung der x-Achse; 



pi.bÄB = (ii.bOA, woraus pi=^ffi^^ = 



sin a folgt, 





2. in Richtung der j-Ächae: 
p,.hÄB = ff,.bÖB, 



Löst man nun die beiden 
Zustandsgieichungen nach 

P* . Pt 

sin o ^ =— und cos a = — 

öl öy 

diese Werte in die im § 3, a unter 1 angesierkte 

sin'a -{-cos'a^ 1 
ein, so ergibt sich in dem Aus- 
drucke 



m+m 



18 



eine Gleichung, welche die Hittel- 
punktsgleiebimg einer Ellipse 

darstellt pie Spannungen ffi 
und Oy bilden die beiden Halb- 
achsen der in Fig. 8 verzeichneten 
Fig. 8. Hg. 9. Ellipse, 

Für den Fall, daß a^ = o, 
wird, geht die Spannungsellipse in einen Kreis über, wie aus der Fig. 9 
ersichtlich ist. 



b) Das Spannansseil ipsoid. 

Für den im § 2 behandelten allgemeinen Spannungszustand hat 
man in den Gleichungen 3 die Hilfsmittel, mit denen man ebenso wie 
vorher für jede Scbnittrichtung eine resultierende Spannung ermitteln kann, 
die dann wieder, von dem Anfangspunkte eines Koordinatensystems aus- 
gehend, als Strahlen oder Vektoren angetragen werden können, deren End- 
punkte auf einer Fläche zweiten Grades liegen, welche die Oberfläche 
eines Ellipsoides bilden. 
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§ 5. äpannaogsellipBe. SpminuDgsellipBold. 19 

Sollen wieder die Hauptspan nun gen des EUipsoides mit den Koor- 
dinat«D-ÄchseD zusammenfallen, so mässeif die Schubspnuuungen in den 
Gleichungen 3 gleich Null werden; dann ist aber 

1. px = ffieoso!, woraus man cos a = — erhält, 



3. pi = ffj COS j/, „ „ cos y = i- „ . 

Diese Werte in die der analytischen Geometrie angehörende Gleichung 
cos*ß-|-cos*/!-|-co8''y=l ') 
eingesetzt, gibt den Ausdruck 



fe)"+fe)"+(S)" 



der die Hittelpunktsgleichuitg des Spannungsellipsoides darstellt. Die 
Spannungen Oxi Oy und Ot bilden die Halbachsen des Körpers, der in 
eine Kugel übergebt, falls die drei Haupts pannungen gleich groß sind. 

1) 1. Nach dem Pythsgorttiachen Lehrsatze ist nach der beisteheDden Figur 
pr' = pi'+tt', worin a' = p,»4-p,' ist, 
,, =Pi' + Pj' + Pi'. 
2. Ferner ist 



cosa = H£ oder 


X..'a=(S5y, 


pr 


>,?'/ 


cos^ = P^ „ 


"••'=(£)■ 


pr 


\pt/ 


eoBY = ^ „ 
pr 


-•'=©'• 


Durch Addition der 


letzten drei Glei- 


cbongen erhält man: 




cos" tt + coaV+eos 


r = 


fe) 


'+©■+&)' ' 


coa'o-t-coa'^ + cos' 


r = 


1 


x" + P>' + P.' 




p.' 






co.'.+ c!o.-/l + eo.V" 



Wert pr* eingeführt, gibt 
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Zweiter Abschnitt. 



^ 6. Die Trägheitsmomente ebener Flächen, die sich 
anf verschieden gerichtete Schwerpnnktsachsen be- 
ziehen. 

a) Die Trägheitsmomente. 

Mit dem im § 15 Abs. 2 der Einführung geDannten reduzierten 
Trägbeitemomenle war ein Mittel gegeben , die Trägbeitsraomente für alle 
außerhalb dea Schwerpunktes einer ebenen 
Fläche (8. Fig. 10) gelegenen Achsen auf 
einfache Weise angeben zu kÖDueu, falle die 
Trägheitemomente der zugehörigen parallelen 
Schwerpunkteachsen bekaunt waren. 

Im vorliegenden Paragraphen sollen nun 

vergleichende Betrachtungen zwischen den 

TrägheitsmomeDten angestellt werden, die sich 

^■8' 10. auf beliebig gerichtete Achsen beziehen, 

welche eämtlich durch den Schwerpunkt der Fläche gehen. 

Zu diesem Zwecke seien in F^g. 11 zwei Koordinatensysteme vor- 
gelegt, deren Koordinaten x und | bezw. y und tj den Winkel a ein- 
schließen. Ein Element f 
des vorliegenden Querschnit- 
tes habe von den Achsen 
der beiden Systeme die Ab- 
g stände z y, bezw. 1 1], die 
untereinander in folgenden 
Beziehungen stehen: 
.X 1. i; = a — b 

„ ^ y cos o — X sin a 
2. §=c + d 

„ ^= X cos a -J- y sin a. 
Bildet man nun nach 
§ 15 Abs, 1 der Einfüh- 
rung für die Achsen f und 
" )j die Trägbeitsmomente 0f 

^* * und 0q, 80 ei^bt sich 
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§ 6. Die TrUgheilsmoment« ebener FlBchen etc. 21 

1. &§^2f7i'^ 2t{ycoBa — xaina)* 

„ =^f(y'cos*o -|-x'sm*0! — 2xy9macosa) 

„ ^ ^f y^cos' a -)- .2f x*ain* o — ^f 2xy sin a coaa, 

und, da nach § 15 Abs. 1 der Einführung 

und nach § 3 a, Anmerkung 4 

äainacosa^sinSa ist, 
0| = 01 cos» a-\-@j sin' a — Jij sin 2 a, . . . .20 

2. ©^ = JSf §« = :ii(i cos ö + y sin af 

„ =.5f(x*coB'a-|-y*sin*ii-(-2xyBinü!coBC[) 

„ =£fx*coa*a-|--fy*Bin''a -|-.2f Sxysinaoosa 
= &j_%m*a-\-@jOos^a-\-J^j5ia2a, ... 21 
worin — fxy^i^iy das sogenannte Zentrifugal- oder Deviations- 
moment iür die Koordinatenachsen x und y bezeichnet, welches, gleich 
den Ti&gheitsmomenten, ein Moment zweiter Ordnung ist. 
Addiert man die Gleichungen 20 und 21, so erhält man 

1. 0f=©,cos»o + 0yein»o — ^„8in2a 

2, 0^^@isin'o-|--0ycos'a + i:/iy9in 2 a 
0|-|- 0,f=@i{sin'aH- cos*ß)-|-0y(ain*o -(-eoa*a), 

und, da nach g 3 a, Anmerkung 1 

sin» a + cos^ a ^ 1 ist, 

0j-|-@„ = Öx-|-0, 22 

Die letzte Gleichung sagt, daß die Summe der Trägheitamomente 
für irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen immer konstanten 
Wert hat, sofern die Achsen durch einen gemeinschaftlichen Punkt gehen. 
Die Werte 0f und 0^ sind von dem Winkel a abhängig, erreichen also 
zwischen = 0" und o ^ 90** einen größten beiw. kleinsten Wert. Der 
letzte Fall tritt ein, wenn das auf die Koordinatenachsen |, ij bezogene 
Zentrifugalmoment ^^^ gleich Null wird. 

Bildet man dieses Moment, so erhält man 
^§^^ 2i^^ ^ 2f[x cos a -f-y ainoKycoaa — xsina) 
„ =^f(sycos*ö — -x^sinot cosa-|-y*sinocoso — xysin'o) 

„ ^ ^f [(y* ■ — 3=*) sin a cos a -|- xy (cos* a — ein^ o)], 

und, da nach § 3 a, Anmerkung 2 

co8*a — sin* a = cos 2a ist, 

^s,=-sf[(y"-^*) ^ + »j'»»2«l 
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II. Abschnitt. 

^i^ = ^^^^Bm2a-\-J^cos2a 28 

Diesen Ausdruck gleich ü^uU gesetzt, gibt 

^5^^«n2<<+^„ 00820 = 6 



oder, mit cos 2 a dividiert, 



^-2-^tg2a + ^,, = 0. 






folgt. 

Die Gleichung 24 beBtdmmt nun den Winkel a, unter dem die 
Hauptachsen des ebenen Querschnittes zu finden sind. 

Wird z. B. J^^O, ao ist tg2o = 
oder der Winkel a = 0", 

womit das Zusammenfallen der Haupte und Koordinatenachsen bedingt wird. 

Ist dagegen ^^j ^ und gleichzeitig @i = &j, so ist 

tg2a = -^, 

womit gesagt wird, daJ3 jede Schwerpunktsachse eine Hauptachse ist, was 
z. B. bei allen regelmäßigen Querschnitten der Fall ist. 



b) Die Zentrifngalmomente. 

Wie bereits im Abschnitt a dieses Paragraphen gesagt, sind die 
Zentrifugal- oderDeviationsmomente, gleich den Trägheitsmomenten, Momente 
zweiter Ordnung, deren Kenntnis die Anwendung der Gleichungen 20 
bis 24 voraussetzen. 

Die Bestimmung dieser Moment« kann graphisch und analytisch 
geschehen. Die erst« Form hat mehr bei komplizierten Querschnitten Be- 
deutung, bei anfachen Flächen führt meist die Rechnung schneller zum 
Ziele. 

Im letzten Falle kommt es nun ganz darauf an, was für Mitt«! zur 
Verfügung stehen. So kann man z. B. die Zentrifngalmomente mit und 
ohne Kenntnis der Hauptträgheitsmomente oder der Scbwerpunktsabstände 
berechnen, wie aus folgendem zu ersehen ist. 
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g 6. IMe Zentritugelmomente. 23 

1. Die direkte Entwlckelnng: des Zentrifugalmoraentes ffir den recht- 

eckigen Querschnitt, der mit einer Achse eines beliebig gelegenen 

Koordinatensystems gleichgerichtet ist. 

Nach den im Torhergehenden Abschnitt aufgeführten Gleichungen 
20 und 21 versteht man unter dem Zentnfugalmoment ^i^ der Koordi- 
natenachsen zy den Ausdruck 

^„ = ifxy 
worin f ein Flächen element des vorliegenden Querschnittes darstellt für 
das die Werte x und y die Koordmaten bezeichnen 

Der Entwickelang sei das in Fig 12 gezeichnete Rechteck zugrunde 
gelegt, das oberhalb der x-Achse zu beiden Seiten der y Achse liegt Den 
auf der linken Seite der y- 
Achse beßndlicben Flächenteil 
zerlege man beispielsweise in 
Reiche, rechteckige Flächen- 
elemente 



f. 



= bj, = b=i. 



den rechts gelegenen Flächen- 
1 gleiche, recht- 




f, = bdg = 



Die ersteren Elemente 1 



I die von der y-Achse aus gemessenen 



5 . B h, 



die letzteren Elemente dagegen 



" 2 n' 
3 b. 
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II. Abschnitt. 
5 . 6 hg 



Die von der x-Achse aus gemessenen Ordinsten sind bei sämtlichen 
Flächenelementen der Unken und rechten Seit« des Querschnittes gleich, 
nämlich 

b 

y=v--. 

Führt man nun die genannten Werte in obige Gleichung ein, so 
erliält man das für den rechtecliigen Querschnitt gültige Zentrifugalmoment 

Ar=-2f^y 
„ =If,(-x)y + Jf,iJ 
„ =y[f,J(-x)+f,Jx] 

1,1 1 h, 8 h, 5 h, \ 

+ f.(i'i + i-ü + ±i. +....)! 

.. =y[-f,|^(l + 3 + 6 + ....) + f,|^(l + 3 + 6 + ....)] 

•■ =J'h''i^+''fi:l<'+^+*+ ■■■'■'* 

Da die in der zweiten Klammer siehende arithmetische Reihe für 
n-Glieder den Wert n^ hat, so erhält man, unter Einführung der vor- 
genannten Werte, für y, f^ und ^ die Gleichung 

^x, = J^lf,h.-t,M»' 

\ -2/ 2n I. n ^ a '] 

>] Soll die aritbmetisclie Reihe aus n-Qliedem beateheD, so muß das letzte 
Glied der Reihe (2n — 1) sein. Die Summe bildet sich dann in folgender Weise: 

8= 1 + 3 + 5 -I- + (2ii-5) + (2n-3) + (2n-l) 

s^(2n-l)+(2n-31 + (2n-5) + + 5 + 3+1 

2e= 2n + 2n + 2n 4......+ 2ii + 2n + 2n 
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2. Berechnung des Zentrjfugalmomentes J^^ direkt ans den Trilg> 

heitsmomenten @i, @y and 0^. 
Kennt man von einem Querschnitt die beiden Hauptträgbdtamomente 
©I und ©y, als auch das Trägheitsmoment ©i, bezogen auf eine unter 
46" geneigte Achse z (s. Fig. 11), so erhält man das Zentrifugalmoment 
Ji_-j aus der Gleichung 20 

©f = ©r cos' o + ©r Bin» a — J^j sin 2 o, 
wenn man den Winkel «^45" und ©j^©, einführt. Damit folgt 
0, = ©i cos* 45" + ©, sin* 46" — J^j sin 2 . 46" 
„ =0,O,7O7» + 0,O,7O7» — ^„. 1 
„ = 0,707» {©j + ©,) — 4ij 

^„ = 0,5 (©i-l- ©,) — ©, Fe 

S. Berechnung des Zentrifugalmomenles J^ direkt aus dem Quer- 
' schnitt und den SchwerpunktsabatSnden. 

a) Es sei in Fig. 13 zunächst angenommen, daß das Zentrifugal- 
moment ^nyi einer Fläche in bezug auf zwei sich rechtwinklig schneidende 
Achsen x^y, bekannt ist. Hieran schließt sich die Frage nach dem 
Zentrifugal moment ^ij dieser Fläche, bezogen auf die parallelen Koordi- 
natenachsen ly, von denen der Schwer- 
punkt 8 die Abstände |*/ habe. 

Nach der Definition des Zentrifugal- 
oder Devintionsmomentes ist an Hand der 
Fig. 13 das gesuchte Moment 

^i). = :Jf{x, + .^(y. + »?) 

„ =:Sfx,y, + :jfXj,;+-fgy, + vf|^ 

worin die etatischen Momente der vorlie- 
genden Fläche F j-ig j3 

^fx, = und Jfyj=0 
ist. 

Da ferner 

den ganzen Querschnitt darstellt^ so erhält man das gesuchte Zentrifugal- 
moment 
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26 IL Abiolmilt. 

^.7 = ^..» + F|'?- F, 

welcher Ausdruck der Form nach mit dem in § 15 Abs. 2 der Ein- 
führung genannten reduzierten Trägheitsmoment« Übereinstimmt. 

b) Bilden nun die Achsen x und y die Hauptachsen de» Quer- 
schnittes F, so wird das Zentrifugalmoment 

womit dann die Gleichung Fj die einfachere Form 

^xT = F|, Ft 

annimmt 

c) Besteht der Querschnitt F aus einzelnen Flächenteilen Fj, F,, 
Fj etc., welche die Schwerpunkte ß,, Sj, Sg etc. mit den Abstanden ^, i]i. 
Ig 7}^, Ig ijg ete. haben, so kann man die unter a und b genannten Glei- 
chungen in der Summenform 

^x7 = ^(-^«n+Fi|,);,) Fe 

und ^„ = 2F,|iij, Ffl 

darstellen, wie es bei den Trägheitemomenten im § 15 Abs, 3 der Ein- 
führung geschehen ist. Allerdings hat man hierbei genau auf die Vorzeichen 
der Koordinaten zu achten. 

HB. Mit Hilfe der in diesem Abschnitt aufgeführten Gleichungen 
kann man bei einfachen Querschnitteformen sehr schnell das Zentrifugal- 
moment berechnen. 

4. Berechnung des Zentrifugalmomentes J^j and der Tr%heits- 

momente @xi ®j ohne Kenntnis der Lage des Schwerpunktes S 

der Fläche. 

Der vorliegenden Betrachtung sei beispielsweise ein aus zwei Teilen ge- 
bildeter, in Fig. 14 dargestellter Querschnitt zugrunde gelegt, dessen Inhalt 
sich aus Fj und F^ zusammensetzt Die Schwer- 
punkte 8, und Sj der einzelnen Flächen mit den 
parallel gerichteten Schwerpunktsachsen Xj y^ und 
Xg jg sind gegeben, ebenso sind die darauf bezo- 
genen Trägheite- und Zentrifugal momente @i„ @j„ 
^«n ^2^- 01S' ®j8' -^nji *1^ bekannt ange- 
nommen. 

. Gesucht sollen dag^en die Trägheitsmomente 
©i, 0y und das Zentrifugalmoment .^ly des Quer- 
schnittes F für die Schwerpunktsacbsen xy werden, 
die den ersteren Achsen gleich gerichtet sind. 
^' " Die Trägheitemomente 0i und &j betragen 

nach § 15 Gleichung 68 der Einführung 
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§ 6. Die ZeDtrifugalmomeDte. 

und 9, = ©„ + 8y, + rif,' + F,V- 

Nach der Lehre vom Schwerpunkt erhält mau 

F,);, — F,IJ, bozw. r,{, = F,{, 
und nach Fig. 14 

% + 1. — 1> 1*™- li+5> = «. 
woraus die Abstände 

F V F, I, 

i), + -lJl = b beiw. f, + ^ = a, 

F.lt+F.^-F.b „ F,f, + F,|,=F,a, 

^(F. + Ii',) =F,b „ |,(F, + F,) = F,a, 
F,b _ F,a 

''"F.+F, " "~F, + F,' 
und in gleicher Weise 

''=F,+F, '""■ ^'^F. + F, 

folgen. 

Bildet man nun die Suromen 

F F b' 

_ ^iFab' 
~ Fi + Fa 

und 

/ F„a \* / TT „ \s 

F,I.- + F.|.> = F. =-J-p- +F, 



F,/ "l" '\F, + F,/ 

- (F,+F,)«'^' + ^'' 

_ FiF,a' 

~ F, + F, ' 
so erhält man nach Einsetzen dieser Wert« in die obige Gleichung die 
gesuchten Trägheitsmoment« 

©. = ©„ + ©. + 1^1 
»od 0, = 0„ + 0ya + ^'^.'i 



F7 



F, + Fg ) 

In gleicher Weise bildet sich mit bezug auf die Gleichungea Fg 
und Fg dieses Paragraphen das gesuchte Zentrifugalmoment 

^==^.i„+^»,.+|i5^ «'s 
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2ä It. Abuhaitu 

Sind die Achsen Xtj, und x^y, Hauptacliseii der Flächenteile F, 
und Fg, so sind die ZentriFugalmomente ^n^i und ^igjg glc><!l> ^"U 
und man erhält die Gleichung 

_ F,F,ab 

'^'"fT+fT " 

g 7. Trägheilsellipse. Zentralellipse. 
a) Die TrHgheitsellipse. 

Um den im vorangegangenen Paragraphen besprochenen Beziehungen 
noch eine bildliche Erläuterung zu geben, sei in Fig. 16 ein rechtwink- 
liges Achsenkreuz dargestellt, dessen Schnittpunkt an beliebiger Stelle des 
vorgelegten Querschnittes liegen möge. 

y. Die das Trägheitsmoment für eine 

j ' unter dem Winkel a geneigte Achse 

eichende Gleichung 20 
©|=©,cos»a+0,sin*a— ^lysin 2a, 
worin für @| ^ ©„ gesetzt sein soll, 
liefert dann für 

einen auf der geneigten Achse Uzen- 
den Punkt P, der die Koordinaten 
P, .jg Xa = rco9a und ya = r8ina' 

besitzt. 
Werden nun die Werte oben eingeführt, so erhält nma in der Be- 
ziehung 

—^^ 0,eo3*o-j-0jain*a — ^xy sin 2 a 
oder nach § 3a Anmerkung 4, für „sin 3 a ^= 3 sin a cos a" gesetzt^ 
1 = ©r r* cos*« -|- 0y r* sin*o — Jij 2 r* sin o cos a 

oder 1 = ©i Xo' -j" ®7 ?«* ~ 2 ^ij ^aja 24a 

eine Gleichung, die eine Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt der 0-Punkt ist 
Diese Ellipse bildet nun den geometrischen Ort aller derjenigen 
Punkte P, welche sich für alle zwischen 0" und 360** liegenden Achsen- 
winkel a in der oben genannten Weise berechnen und auftragen lassen. 
Umgekehrt lassen sich aber auch wieder mit Hilfe der Ellipse die 
Trägheitsmomente für alle Achsen des Querschnittes angeben, weshalb man 
diese Ellipse auch die Trägbeiteellipse genannt bat. 

Da nun jede Ellipse zwei senkrecht aufeinanderstehende Hauptachsen 
hat, deren Lagen sich nach der Gleichung 24 angeben lassen, deren Null- 
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g 7, Die Trttgheitgellipae. Zentralellipse. 29 

puokt aber an jeder beliebigen Stelle des Quemchnittes liegen kann, so 
geht daraus hervor, daß ein Querschnitt unzählig viele Hauptachsen und 
Hauptträgbeitsmoment« bat. 

b) Die Zentralellipse. 

Legt man den 0-Punkt des Achsenkreuzes in den Schwerpunkt der 
FlSche, so nennt man die Trägheitsellipse auch noch Zentralellipse, die 
nun für die praktische Anwendung fast nur allein Bedeutung hat. In 
Fig. 16 ist diese Ellipse für den Fall datgestellt, wo die Hauptachsen 
derselben mit den Koordinatenachsen zusammen- ,„ 

fallen. Hierbei wird nach den letzten Ausfüh- 
rungen des § 6 das Zentrifugal moment gleich 
Null Die Gleichung 20 

@|=0jcos*o-l- ©ysin*« - 4„8in2a 
schreibt sich dann, für 0f wieder ©q gesetzt, 
&a = &^cos^a+@jBin*a. . .25 
1. Um nun die Zentralellipse aufzeichnen 
und die elliptische Eigenschaft besser übersehen 
zu können, führe man an Stelle der Trägheits- 
momente ©o, 01 und &j die Werte 



oder I 



0a* 



bezw. 



unter Beachtung der Koordinaten 




= rcoso, woraus cosa 



'folgt. 



in die Gleichung 36 ein, so erhält man in der Beziehung 
&a =^ &i cos* a-\- @y sin' a 

oder, mit r' multipliziert, 



b' 



ei'ae Gleichang, welche die Hittelpunklsgleichung der Zentralellipse 
(laratellt. 
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90 



U, Abuhnitt. 



Die den , HBupttrSghatemomenten 0z und &j umgekehrt propor- 
tionalen Strecken oder TrSgheitsarme a und b bilden die beiden Halb- 
achsen der EUlipee. 

2. Will man zur Eonatruktion der Zenlralellipse die TrägheiUradien 
benutzen, die eiüb aus dem Verhältnia der Trägheitsmomente und dem 
Querschnitte eigeben, so berechnet man nach der Gleichung 20 

&l=ea = &i coa* a + 0y Ml* o ~ 4iy siu 2 O 
die Trägheitamomente für 3 beliebig angenommene Schnerpunkt^achsen, 
bildet daraus mit Hilfe der Gleichung 



die TrÜgheitsradien, welche nach Fig. 17 zu beiden Seiten dee Schwer- 
punktes senkrecht zu den zugehörigen Achsen richtungen aufgetragen werden. 
Zieht man nun in den erhaltenen 
3 Punkt-Paaren die Parallelen zu 
den Achaen, so bilden aie 6 Tangen- 
ten der gesuchten Zentralellipse. 

Die Zahl der die Ellipse ein- 
hüllenden Tangenten kann man nun 
nach einem der analytiachen Geo- 
metrie angehräenden Satae TOnB ri a n- 
chon in einfachater Weise kon- 
struieren. 

8. Handelt ea eich um die 
Konstruktion d» Zentfalellipse für 
Querschnitte, die eine Symmetrieachse 
haben, so sind von vornherein die 
Richtungen der Hauptachsen be- 
kannt. In diesem Falle hat man 
nur noch nötig, die entsprechenden 
Trägheitsmomente zu bilden, um 
daraus die Hauptträgheitaradien und 
Hauptachsen zu erbalten. 
Man kann aber auch mit den unter 1 genannten Trägheitsarmon 
operieren, 

NB. Da für die in der Praxis täglich vorkommenden Walzeisen- 
profile die Richtungen der Hauptachsen nebat den zugehörigen Trägheits- 
momenten bezw. Trägheitshalbmessem tabellarisch vorliegen, so kann 
man im Bedarfsfalle die entsprechenden Zentralellipsen sehr schnell auf- 
tragen. 




Fig. 17. 
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§ 8. Die nDsymmetiische oder Khiete Bdasluog. 31 

§ S. Die nnsymmetrische oder schiefe Belastung. 

Die im § 14, 1 der Einführung aufgestellte Bi^ungBgleichung 
„Mb^W.kb" aetzt voraus, daß die Ebene der äußeren Kräfte eines 
auf Biegung beanspruchten Körpers stets mit einer Hauptachse des Quer- 
schnittes zuBammenfällt, während die zweite Hauptachse zugleich die neu- 
trale Achse bildet. 

Diese Annahme trifft nun aber nicht immer bei den in der Praxis 
vorkommenden Konstruktionen zu. Vorwiegend im Dach- und Eisen- 
koDstruktionebau treten Belaatungsfälle auf, wo die Kraft oder Momenten- 
ebene mit den Hauptachsen des Querschnittes beliebige Winkel einschließt. 
In aolchen Fällen spricht man von schiefen Belastungen, bei denen von 
vornherein die beiden M^lichkeiten 

1. ob die einen Körper auf Biegung beanspruchenden Kräfte sämt- 
lich in einer gemeinschaftlichen Ebene liegen oder, 

2. ob die angreifenden Kräfte in verschiedenen Ebenen auf- 
treten 

zu unterscheiden sind. 




Fig. 18. 

Liegt der erste Fall vor, so zerlegt man jede Kraft in zwei den 
beiden Hauptachsen des Querschnittes parallel gerichtete Komponenten, 
die dann in jeder Achseniichtung ein resultierendes Biegungsmoment er- 
geben, für welches das im g 14 der Einführung Gesagte gültig ist. Im 
anderen Falle kann man das resultierende Biegungsmoment in zwei 
Momente zerlegen, deren Ebenen in die Hauptrichtungen fallen. 

Da es nun auf die Querschnittsform als auf die Art des auf Biegung 
beanspruchten Körpers nicht ankommt, sei den weiteren Betrachtungen der 
in Fig. 18 dargestellte rechteckige Querschnitt eines Freiträgers zugrunde 
gelegt, dessen Hauptrichtungen mit den Koordinatenachsen x j zusammen- 
fallen mögen. Die am freien Ende des Trägere wirkende Kraft P, die 
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mit der x-Ächse den Winkel ß einschließt, liefert nach Fig. 18 b die beiden 
Komponenten Pi und Py, zwischen denen nach dem PythagoräiecheD 
Lehrsätze die Beziehung 

pä = p,*-|_pya 
besteht. Multipliziert man die Gleichung mit a\ ao gibt 

(Pa)" = (P.a)' + (Pja)' 
mit bezug auf Fig. läa eine Bestätigung dafür, daß 

M« = Mi«+Mj» 27 

ist, d. h., daß man, wie Fig. 18c zeigt, auch das mit der x-Ächse den 
Winkel ß bildende Biegungsmoment M ebenso wie die Kraft P in die 
beiden Komponenten Mj und My zerl^n kann. 

a) Die Lage der neutralen Achse. 

1. Würde das Moment Mi den Querschnitt allein beanspruchen, so 
würde die y-Achse die neutrale Äohse darstellen, wobei das oberhalb 
liegende Material des Querschnittes auf Zi^ (■\-), das unterhalb liegende 
auf Druck (— ) beansprucht wird. 

2. Für My, als das allein wirkende Moment, bildet die x-Achse die 
neutrale Achse und das oberhalb derselben liegende Material wird auf 
Zug (-}-), das unterhalb liegende auf Druck ( — ) in Anspruch genommen. 

8. Wirken dagegen, wie es im vorliegenden Falle zutrifft, beide 
Momente gleichzeitig auf den Querschnitt ein, so lassen die in Fig. 18c 
angegebenen Vorzeichen erkennen, daß der obere Querschnittsteil C nur 
auf Zug, der untere Teil D dagegen nur auf Druck, während die beiden 
links und rechte gelegenen Teile E und F gleichzeitig auf Zug und Druck 
beansprucht werden, was nur dann möglich sein kann, wenn die neutrale 
Achse N N durch die beiden Felder hindurchgeht Damit ist nun aber 
die Lage der genannten Achse festgelegt; sie bilde mit der x-Achse den 
Winkel a^, der sich dann auf folgende Weise bestimmen läßt. 

Für ein beliebiges in Fig. 18 c dargestelltes Querschnittselement f, 
das von der neutralen Achse den Abstand rj, von den beiden Haupt- 
achsen xy aber die Entfernungen y und x hat, erhält man nach der im 
§ 14, 3 der Einführung aufgeführten Gleichung 59 

o ^ -T— . woraus kk ^ — folgt, 
"^ cekb öf 

den Spannungswert a aus 

= -^ = — 

sofern für kb und e die Werte <j und ^ gesetzt werden. 

Wird nun nach § 6, 1 der Wert i} durch „y cos «o — x sin «„" er- 
setzt, so beträgt die Spannung 
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Die nnsifDiinetriiche oder schiefe Belaslung. Luge der neutrslen Achse. 

die oberhalb der ueutralen Achse positiv, unterhalb dagegen negativ iat. 

Nach den Ausführungen im § 14, 1 der Einführung ergeben sich 

dann die Momente der inneren Kräfte für die beiden Hauptachsen x y zu 

1. Mi = — ^px = — ^f<i.x = — If'^ ^ ^x 

„ =-^i^f(ycos«„-xsinao)x 



ag aß ap ■^ 
2. Mj,= + 2py = 2fff.y = .5fi £— ^y 



a$ Oß ag ap ' 

Da aber nach dem im § 6 Gesagten die Zentrifugal- oder Deviations- 
momente für die Hauptachsen den Wert Null haben, so vereinfachen sich 
die vorgenannten Momente zu 

1. Mi = ^52^0., 

Die Division beider Momente liefert mit Bezugnahme auf Fig. 18c 
Mi ao ' sin On ©r 0. 



0T 

80 ist COtgß:=-^tgaQ 



Wehnert, Festigkeitglehre U. 
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womit für jedes beliebig gerichtet« Geaamtmoment, d. h. (ür jeden schiefen 
Belaatungsfall, die genfiiie Lage der neutralen Achse bestimmt ist. 

b) Die größte Materialspammug. 

Wie bereite vorher gesagt, sonst aber auch aus Fig. 18 c zu ersehen 
ist, wird der Querschnitt oberhalb der neutralen Achse auf Zug, unterhalb 
auf Druck beansprucht 

Die auf beiden Seiten der Nullinie N N hegenden Queracbnitts- 
elemente werden entsprechend ihren Abständen von der Achse N N ver- 
schieden beansprucht; die von Null anfangenden Spannungen erreichen 
ihren größten Wert in den äußersten Fasern G und D des Querschnittes. 
An diesen Stellen addieren sich einfach die größten Zug- bezw. Druck- 
spannungen, welche durch die in den Hauptachsen wirkenden Momente 

Mi ^M COS/? und M^^Msin/J 
erzeugt worden sind. 

Die Einzelspaanungen erhält man aus 



1. M, = W,o, .,,„, = ™i = 



@, - 0, 



« „ ,„ My Msinä Meinfi 



deren Summe ds 


inn 


die Oesamtspannung 






a 


Main« , Mcoaö 


bildet. 








Mit 


bezug 


auf 


Fig. 18c erhält man die größte Spannung 

Msintf , McosjS 
0»„- 0^ e,+ ^^ e, 

„/aintf , coa/S \ 



Wird in der letzten Gleichung (J = 0**, 90", ISO" etc., so erhält 
man wieder die im § 14, 1 der Einführung, für den einfachen Biegungs- 
fall aufgestellte Gleichung 58. 

Beispiel. Führt man in die Gleichung 30 die Abmessungen des 
in Fig. 18 vorliegenden rechteckigen Querschnittes, nämlich 
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Die DnsTiDiiietrisclie oder ichiete Belastnog. Die ZeatralellipM. 

b 



und 

ein, 80 ist 
<fiiiii = 



h 



/Bin^ h cos^ b\ 
I bh« 2 ^hb>^ 2 

V la 12 / 

-^lTh5" + ~hb^/ 



Da der Klammerwert <üe aus Fig. 19 
ersichtliche HorizoDtalprojektion des Quer- f^. ig. 

Schnittes darstellt, so ei^bt sich die größte 
Spannung 

_6Mc 
""""b^h»' 
Die Lage der neutralen Achse NN ist bestimmt durch die Glei- 
chung 28 

bh' 
0, 12 h« 

Iz 

NB. Liegt der Fall vor, daß das resultierende Biegungsmoment M, 
wie Fig. 20 zeigt, mit der Richtung der einen 
Diagonale des Querschnittes zusammenfällt, so 



h' , b« 2 h»b h 
t««o-b^cotg^=^- = ^- = p 

2 
womit gesagt wird, daß die neutrale Achse NN 
mit der zweiten Diagonale zusammenfällt. Fig. 20. 

c) Die Zentralellipse. 

Nach den Ausführungen des § 7, b läßt sich auch im vorliegenden 
schiefen Belastungsfalle die Zentralellipse konstruieren. 
Führt man z. B. in die Gleichung 28 die Werte 
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8^ = W 



ein und bezeichnet sie als die Kalbmeaeer oder die Halbachsen der Ellipse, 
so erh&lt man die GleicbuDg 

1 

b« 
die nach einem Satze der analytischen Geometrie tatsächlich die Mittel- 
puiLktB^leichung einer Ellipse daretellL 

Um die ZentraleUipse für den in Fig. 18 und 19 angegebenen 

rechteckigen Querschnitt zu erbalten, verzeichne man zunächst die beiden 

Hauptachsen xy des Querschnittes als Koordinaten eines rechtwinkligen 

Achsenkreuzes. Hierauf bestimme man aus den Haupt- 

tragheitsinomenten @i und @^ die Trägbeitshalbmesser 



.=-|/f ..db=y: 

sie auf den entsp 

diesen Achsen kon^ 

bekannten Regeln die Ellipse. 



F 
und trage sie auf den entsprechenden Koordinaten 
auf. Über diesen Achsen konstruiere man dann nach 



J.J 2\ Trägt man nun unter dem von vornherein ge- 

gebenen Winkel ß die Richtung des resultierenden 
BiegUDgsmomentes (die Momentenebene) auf, welche die Ellipse in den 
Punkten C und D schneidet, so ergibt sich die NuUinie NN als die Pa- 
rallele zu den in C und D errichteten Tangenten. 

Die Linie NN nennt man den konjugierten Durchmesset von CD, 
d. h, der Durchmesser N N halbiert sämtliche Sehnen der Ellipse, die mit 
dem Durchmesser CD gleiche Richtung haben, und umgekehrt halbiert 
der Durchmesser CD alle mit NN gleichlaufenden Sehnen, 

Auf andere Weise kann man auch aus Gleichung 28 den Winkel 
Oq feststellen, womit dann ebenfalls die neutrale Achse N N bestimmt ist. 

Im übrigen kann man auch für die letztere Achse das Trägheits- 
moment nach der im § 7, h aufgeführten Gleichung 26 finden. 
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g S. Exzentrische Zug- oder DnicbbeliutuDg. Keinfläche. 



Dritter Abschnitt. 



g 9. Exzentrische Zug- oder Drackbelastong. 
Kemfläche. 

1. Die exzentrische Belastung. 

Wird ein beliebiger QuerscKnitt außerhalb der geometrischen Achse 
belastet^ wie ea beispiela weise bei den GruDdplatten der freiateheDden Erane 
und bei mehr oder weniger einseitig belasteten Säulen 
aber bei den Untetstützungen im 
Mauerwerk beliebig belasteter Frei- 
trfiger der Fall ist (vergl. Beispiel 
6& der EinfQbrung), und liegt 
der Angriffspunkt der Last P, 
wie Fig. 22 b zeigt, in einer Hauptr 
achse, so wird der Querschnitt 
nach Fig. 22 c neben Biegung 
auch noch auf Druck, im umge- 
kehrten Falle der Kraftrichtung 
aber auf Zug beansprucht, denn 
man kann sich im Schwerpunkte 
S des Querschnittes zwei neue 
Kräfte angebracht bezw. wirkend 
denken, die der im Funkt A an- 
greifenden gegebenen Last P pa- 
rallel gerichtet und gleich groß sind. 

Das mit entgegengesetzten 
Pfeilen versehene Kräftepaar lie- 
fert das Biegungsmoment „M|, =: 
P.i", während die übrigblei- 
bende dritte Kraft P den Quer- 
schnitt auf Druck beansprucht 
und im Materiale eine in Fig. 22 d 

bildlich dai^!;estellte, gleichmäßig ' pi- 22. 

verteilte Druckspannung a^ her- 
vorruft. 

Das allein wirkende Bi^un^moment Mi, erzeugt auf der 
oder rechts der durch den Schwerpunkt gehenden neutralen Achse Druck- 
spannungen, auf der linken Seite dagegen Zugspannungen, wie «s die in 
Fig. 22e dai^stellte Spannungsverteilung zeigt. 
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38 IL Abschnitt. 

Da nun im vorliegenden Belastungafalle die genannten NorniaJ- und 
Bieguugespannimgen gleichzeitig auftreten, bo braucht man nur die in 
Fig. 22d und 22e aufgeführten Diagramme lu vereinigen, was in Fig. 22f 
geschehen ist 

Aua dem letzten Bilde ist zu erkennen, daß sieb die neutrale Achse 
NN aus dem Schworpunkt S nach B, also um die Strecke Ci, verschoben 
hat. Diese Verschiebung ist abhängig vom Abstände i. des Angriffs- 
punktes A der Last P bis zum Schwerpunkt« 8 des Queradmittes. 

Die Abhängigkeit zeigt am einfachsten folgende Betrachtung, bei 
der die Bi^ongsspannung auf der Zug- und Druckseite kurzweg mit Ob, 
die Normalspannung mit bezeichnet werden soll 

Aus den in Fig. 22 f schraffierten Dreiecken folgt 



B, = e— 81 

Ob 
Nach der im § 14, 1 der Einführung aufgeführten Gleichung 68 ist 

Mb ^ — Ob oder Ob = — ^- , 

und nach § 2 daselbst 

p 
P^fff oder a^j. 

Die beiden Span nungs werte oben eingesetzt, gibt die Verschiebung 



die 

1. für Jl = den Wert e, = oo, 

8. „ i=oo „ „ 0^ = 
liefert, woraus die Tatsache folgt, daß 

1. für relativ kleine Werte von X (vergl. Fig. 23a) die neutrale 
Achse außerhalb des Querschnittes fällt, wobei letzterer nur 
Zug oder Druck auszuhalten hat, 

2. für verhältnismäläig große Werte von l die Lage der neutralen 
Achse innerhalb des Querschnittes liegt, wobei gleichiatig Zug 
und Druck auftritt (vei^I. Fig. 23 b) und dal3 

3. die neutrale Achse mit der Querschnittsgrenze zusammenällt, 
wenn die Verschiebung Oi gleich dem Faserabstande e auf der 
entsprechenden Seite des Quersclinittes, also „e,^e", ist (vei^l. 
Fig. 23c). In diesem Falle wird der Querschnitt nur einerlei 
Spannungen ausgesetzt, worauf bei der Verwendung mancher 



Disiiizodby Google 



ExzeutriBche Zag- ■ 



r DmckbelastuDg. Keroflitcbe. 



Materialien besondere zu achten ist. Mauerwerk z. B. sollte man 
immer nur auf Druck beanspruchen, da es g^eu Zug fast wider- 
standslos ist 

Aus den Spannungs- 
diagranunen der Fig. 23 er- 
gibt sich ohne weiteres die 
zusammengesetzte, größte 
und kleinste Spannung aiaus 
Oi^ — (ff±ffb). ■ S8 
vorin das Vorzeichen -|- 
für die rechte Säte, — da- 
gegen für die linke Seite 
des Querschnittes Gel- 
tung hat. 

In der Mitte -des 
Querschnittes tritt immer 
die Normals pannung a auf. 

NB. Trifft die Ebene 
des Biegungsmomentes nicht 
eine Hauptachse des Quer- 
schniltes, d. h. liegt der 
Angriffspunkt A der Last 
P auf keiner Hauptachse, 
hat man das unter 




liegt ein Fall schiefer Belastung vor. 
8 Gesagte mit zu berücksichtigen. 



2. Die Kernll&clie. 

Wie im vorhergehenden Abschnitte bereits gesagt worden ist; hängt 
der vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus gemessene Abstand e^ der 
spannungslosen oder neutralen Achse NN von der Außermiftelstellung 
oder Exzentrizität X der den Querschnitt beanspruchenden Noroial- 
kraft P ab. 

Bei mehrfachen Belastungen gilt die resultierende Kraft als an- 
greifende Kraft 

In der Gleichung 32 



" n 



len im § 7 Abs. b, 2 genannten Trägbeitshalbmesaer oder, 
was dasselbe ist, den quadratisch«! Mittelwert der Abstände aller Flächen- 
elemente des Querschnittes von der Schwerpunkteachse. 
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40 



III. Abschnitt. 



Die Gleicbuug erinoert an das der flnalytiBcheu Qeometrie angehörende, 
der Weitläufigkeit halber aber hier nicht naher begrQDdete Doppelverhältnis 
zwischen Pol und Polare, nach dem die aus Fig. 24a zu ereehenden 
4 Punkte Q„ B, Qg, A eine baimonieche Punktgruppe bilden, in der die 
Funkte Q, Qg und B A einander zugeordnet sind. 

Für diese Punkte besteht die Proportion 

QiB:B^ = Q7Ä:^ 
woraus unter Einführung des Halbmessers Q^S ^ r das zwischen Pol und 
Polare bestehende Gesetz 



Q.8* 




£lntl|3«^« 



Fig. 24. 



84 

folgt, das mit der vorgenannten 
Gleichung 32 samt der zuge- 
hörigen Ffg, 24 b in den absoluten 
Werten vollständig iiberein stimmt. 
Verschieden ist nur die Lage des 
Punktes B, der in Fig 24 a um 
die Strecke e, rechts von dem 
Punkte 8 liegt, während er in 
Fig. 24 b um die gleiche Strecke 
links von 8 zu finden ist 

In der ersten Figur heißen 
die Punkt« A und B einander 
zugeordnete Pole in bezug auf 
den Kreis vom Radius r, im 
letzten Bilde nennt man den dia- 
metral gelegenen Punkt B den 
AntJpol, und die neutrale Achse 
N N die AnlJpolare dee Poles A. 

Charakteristisch ist die Be- 



wegung der Polaren um den festliegenden Punkt, sofern sich der zuge-' 
hörige Pol A längs einer Geraden bewegt, die in A senkrecht auf AB 
3t«ht und umgekehrt. 

Durchläuft andererseits der Punkt A einen gegebenen Streckenzug 
oder eine begrenzte Figur, so umhüllt seine sich mitbewegende Polare eine 
andere ebenfalls begrenzte Figur und zwar entspricht jeder Seite der 
Grundfigiu' ein Eckpunkt der erzeugten, bezw. jedem Eckpunkte der ersten 
Figur eine Seite der zweiten und umgekehrt. 

Für die Praxis ist nur der Fall von Interesse, wo die Polare NN 
den beliebig vorliegenden Querschnitt tangiert (vergl. Fig. 23 g); der zu- 
geordnete Angriffspunkt oder Pol A beschreibt hierbei für alle Lagen der 



Disiiizcdby Google 



§ ID. Bestimmung de» Kernes einiger Querschnitte. 41 

Polaren eine begrenzte Figur, deren Fläche man als Kern oder Kern- 
flüclie des QuerachnitteB bezeichnet. 

So lange also der Angriffspunkt A in dieser Fläche bleibt, so lange 
tritt auch die neutrale Achse N N nicht in den Querschnitt ein, der hier- 
bei nur auf Zug oder auf Druck beansprucht wird. Es ist deshalb bei 
solchen Materialien, die nur einerlei Spannung vertragen oder ausgesetzt 
werden sollen, die Kemfläche von Wichtigkeit. 

§ 10. Bestimmung des Kernes einiger Querschnitte. 

Die Ermittlung des Kernes eines beliebigen Querschnittes kann mit 
Hilfe der Gleichung 32 bezw. 34 analytisch und graphisch erfolgen. 

Bei einfachen Querschnitten, z. B. beim Kreis, Rechteck und Drei- 
eck, ferner bei allen regelmäßigen Polygonen, ist die Rechnung so einfach, 
daß es immer zweckmäßig ist, diesen Weg einzuschlagen, bei den übrigen 
Querschnitten dagegen führt zumeist das zeichnerische Verfahren schneller 
zum Ziele. 

Zur Konstruktion benutzt man 

1. nach Mohr, den Haupt- und Trägheitshalbmesser und 

S. nach R. Land, den Trägheitskreis. 

Im folgenden seien einige Kernbestimmungen analytisch durch- 
geführt. 

a) Mit Hilfe des Gesetzes zwischen Pol and Polare. 
1. Für den Kreisciaerschnitt. 

Da der in Fig. 25 vorgelegte Querschnitt einen Kreisbogen zum 
Umriß hat und jedem Punkte B der den Kreis umhüllenden, t^n^erenden 
Polaren oder neutralen Achse N N ein Pol A ent- 
spricht, so müssen auch alle Funkte A auf einem 
Kreise liegen, der den Radius il hat. 

Nach Gleichung Bä erhält man 

, . „ d*7t r*7i 

e,.A = -^. wonu0 = — =— , 



und Cx^r ist. 
Der Radius l des Kernes beträgt dann 
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42 Itl. Abschnitt. 

ä. Für den Krasring^nerschnitt. 

Auch für den in Fig. 2G vorliegenden Querschnitt ist der Kern 
dne Kreisfiäche, dessen Kadiue / sich ebenfalls aus Gleichung 32 be- 
sümmen läßt. 

Er beträgt 

e^.X = j, worin = {Di_d*)^ = (R«-r')^, 

und e^^R ist, 

, & t^'-^')4 R' + r^ 

Fig. 26. *-e, {R» — H}rt.R 4R * 

3. Für das QuadTat. 

Da nach g 9, 2 jeder Ecke des Querschnittes eine gerade Linie 

des Kernes entspricht und umgekehrt, jeder Seite des Quadrates eine fk:ke 

des Kernes zugehört^ so muß die Kemfläche wieder ein Quadrat sein. 

.Af... Nach Gleichung 32 erhält man dann 

die aus der Fig. 27 ersichtUchen Abstände 

Ai und lg aus 

= i-^ 



f = a^ 

a 



Damit erhält man 





3 1/2 ist. 



- = ;- = 0,1667a 



-^— . = 0.1179 a. 

„ a/2 ^V2 
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g 10. BestimmuDg des Eemee einiger Querscliniite. 43 

4a. Für daa Rechteck. 

Der rechteckigen Gmndögur entsprechend vird die Kemfläcbe ein 
verschobenes Parallelogramm, zu deren FeBtlegung die beiden aus Fig. 28 
ersichtlichen, in die Hauptachsen fallenden Abstände Ij und Jl, genügen. 

Dieselben ergeben sich nach Gleichung 33 zu 

e.i ■ ^ = Y 

j 1 ©B jr- « ba> 

and eu . ig ^= -T=, wo für 0i = — - , 

®' = T2-' 

f = ab, 



zu aetsen ist Damit ergeben sich nun die ge- 
suchten Abstände 

ba» 

*-^^ ab.| « 
ab» 



"f.e„ 



- = - = 0,1667b. 



ab.^ 



NB. Im übrigen kann man ebenso einfach für die Diagonalrich- 
tung oder auch für jede beliebige andere Richtung den zugeh5rigen Ab- 
stand i ermitteln. Man hat nur immer darauf zu achten, daß die Rich- 
tung von i, oder e^ senkrecht auf der entsprechenden umhüllenden Polaren 
NN stehen muß. 

So ist z, B. der unter dem beliebigen Winkel a gegenüber^ der 
X-Achse zu messende Abstand X für den aus Fig. 29 ereiebtlichen An- 
griffs- oder Grenzpunkt A des Eemes 



Hierin bedeutet 
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44 III. Abschnitt, 

f = ab, 

nnd nach der im § 6 aufgefQhrten Gleichung 21 
^ ©i Bin* a-\-Qj eo6* o. 
Der Hilfswiukel ß erffbt sich aua der Irigonometriachen OleicbuDg 

■■««+«=^^^'' 

und nach Fig. 29 

b^ 

2. tg(o + ^) = |. = -^ 

2" 
durch Gldchsetzen der rechten Seiten der Glei- 
chungen zu 

tgg + tg /? ^b 
Fig. 29. 1 — tg« tg(J a ' 



voraus dann 



tga + t«,j = - (1 — tgo tg^) 



I) Nach der im § 29 angeführten Bemerkang 4 und 2 ist 
ain (« + /))= ain aeoBß + cos a sin ß, 
coB {a + ß) = coa a eoBß~ Bin a sin ß. 
ßeide Gleichungen dividiert, gibt 

tg,„ + 3, = «^^^?il+ ???^ij^. 
^ ^"^ coaacoayJ — am «Sinj* 
Den Zähler und Nenner mit ms a cos ß dividiert, liefert 



tg« + tgy3 

1 — tgatg^" 
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folgt 



§ 10. BestlmniDDg des Eeroes einiger Querschuitte. 
tg|J{a+ bl«o) = b — atga. 



b) Mit Hilfe der Zentralellipse. 
4b. Für das Rechteck. 

Nach den AuBführungen des § 7, Abs. b konstruiere man zunächst 
die Zentralellipse, indem man die in die beiden HauptachsenrichtuDgen 
fallenden Trägheitsradien 






yhi 1 

— - = 7== b = 0,289 b 
12 V12 

als Halbachsen der aus Fig. 30 ersichtlichen Ellipse 
aufträgt und darQber die Zentralellipse in bekannter 
Weise aufzeichnet. Hierauf kann man mit Hilfe 
der Gleichung 34 bezw. 32 

ei.i, =,r", worin r*=^-- ist, 

den vom Schwerpunkt B des Querschnittes aus 
gemessenen Abstund X für sämtliche Kernpunkte 
A bestimmen. 

Die Strecke t^ ist hierbei immer der lot- 
rechte Abstand der Polaren oder Nullinie NN, die pig^ 30. 
den gesuchten Kernpunkt A zum Antipol hat. 

Unter r ist stets der Trägheitahalbmesser verstanden, der mit e, und 
Xz. gleiche Richtung hat. 

Wie bereite unter Abschnitt a gesagt, genügt es vollständig, die auf 
den Hauptachsen liegenden Kernpunkte A^ und Ag festzulegen; sie sind 
bestimmt durch 

1. J, .e — r ' 

a« 
, r,» 12 a 
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III. Abtchnltt. 

(g — Tg . 

_ r^' _ 12 _ 

■« — ~^~'V 



5. Für das gleichschenklige Dreieck. 

Auch hier in Fig. 31 muß die Eemfläche eine der Grundfignr 
ähnliche Figur sein. Für die Polare oder neutrale Achse N, N, findet 
man den Antipol Aj beiw. den Abstand X^ nach der Gleichung 32. 



^.ei,= 



L = -, — ^, worin 0, = = 







und 


«11 = 


2b 
3 


beträgt. 

Die Wert« 


eingesetzt, 


liefert 




bh» 
36 h 


1 

12 


h. - 






bh 2 . 12 





In diesem Ahatande wird die Kemfläche von einer Geraden be- 
grenzt, die zur Grundlinie b oder Hauptachse x bezw. zu der neutralen 
Achse NjN, parallel läuft. 

Für die mit der Grundlinie b zusammenfallende Polare oder neutrale 
Achse Nj Nj erhält man nach derselben Gleichung 32 den Antipol Ag 
bezw. den Abstand A« zu 



•» 


■*. = ' 


i ' 












^ = i 


h 


worin 


für 0g = 
und 


f = 


bh' 

' 36' 

bh 

2 

1' 


Jam 


it wird 
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s Keraee einiger QuerBchuitte. 
bh< 



Die Höhe dor Kemfläche beträgt mithin 

Die Grundlinie oder Breite b^ des der Gnindfigur ähnlichen Kern- 
dreieckes folgt dann aus der Proportion 
hk:h = bi;b, 

_ hk . h _ T ' _ ^ _ J_ L 



6. Für das allgemeine Dreieck. 

Mit bozug auf die Ähnlichkeit der Kernfläche mit dem vorgelegten 
Dreieck braucht man in Fig. 32 nur einen Eckpunkt deB Kernes zu be- 
stimmen, von dem aus die beiden Parallelen zu den entsprechenden Seiten 
der Grundfigur gezeichnet werden, die dann in doo Durchschnitten der 
Seitenhalbierenden die beiden übrigen Eckpunkte des Kerns ergehen. 

Um nun z. R den Kernpunkt Ä zu ermitteln, der den Äntipol für 
die mit der Dreieckseite b zusammenfal- 
lende Polare oder neutrale Achse NN 
darstellt, denke man zunächst daran, daä 
der Funkt auf der Seitenhalbierenden B, S 
M^t, die mit der zur Säte b parallel ge- 
richteten Schnerpunktäachee EF die schief- 
winkligen Koordinatenachsen bildet, fär 
die das Zentrifugalmoment des Quer- 
schnittes gleich Null ist. 

Der Abstand i' des Punktes A vom Schwerpunkte S eigiht sich 
dann nach der Gleichung 32 zu. 




Fig. 32. 



l'.e' 



= . cosec* ß, ') 
_bh»_b(h'sin/g)' 
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Itl. Abschnitt. 



bh_^b.h'aiii/J . 






b(h' sin (»)* 



bh'sinö 



1 , 



_ b(h')'Bm»jg.6 _h' 

"~b(h')»8mV-36~6' 

womit (1er Kern vollständig bestimmt ist. 

Im übrigen können in gleicher Weise die beiden anderen Eckpunkte 
des Kerns analytjach festgelegt werden, deren Polaren oder NuUachsen 
mit den entsprechenden Seiten des voigelegten Dreieckes zusammenfallen. 

Eitiführung schiefwinkliffer Koordinaten. 
Ist ein Querschnitt anfänglich auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system zy bezogen und dreht man z. B. die y-Achse, bei festliegender 



^ 



M 



K-Ächse, um den Winkel (90" — ß) in die Lage 
y', so ergeben sich nach Fig. 33 die schief- 
winkligen Koordinaten 

x' ^ X — ycotg/! 



und 1 



_ 1 



= y cos ec /J, 



Fig. 33. 



n ^ -^ sin (? 
Die für das rechtwinklige Achsenkreuz gül- 
tigen Momente 2. Ordnung 

0. = .rfyi'; 0, = .rfx« und ^iy = .2fxy 
gehen für die schiefen Achsen über in 
6ji ^ ^f (y')* =^ ^f (y cosec /?)* ^ eoaec' (S ^f y* ;^^ ©i cosec' 
0y, = .rf(x')' = :Sf(x — ycotgy?)« und 
^jiyi = .^f x'y' := .£f (x — y cotg ß) . y cosec ß 
„ =cosec,J(:Stxy-.Sfyäcolg^) 
„ = cosec ß (Jij — ©i cotg ß). 



85 



Das letzte Zentrifugal moment erreicht für 
den Wert Null, woraus dann auch der Winkel /: 



86 

ermittelt werden kann. 



7. Für den I -Qu er schnitt. 

Da der in Fig. 34 vorliegende Querschnitt in bezug auf die bdden 
Hauptachsen xy symmetrisch ist und die Eckpunkte der Kemfläche auf 
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§ 10. Beatimmutig des Eenies einiger Qnerschnitle. ^ 

den Hauptachsen liegen, genügt es, die Abstände Ij und i.^ für die ent- 
sprechenden Ntdlinien N^ N^ und N, Nj zu bestimmen. 

Die Gleichung 32 liefert für 
N, Nj den auf der x-Achse Übenden 
Kernpunktsabstand ly * 



V.=^. 






^-h- 






. _ h 






f = bh — b,h. 






und e, = -j^(bh'-b,h,') ist. 






Die Werte eiDgeführt, gibt 




Fig. 34. 


i(bh'-b.b,') 
-5- (bh-biK) 


1 bh»- 

6h bh — 


.b,b,. 
■b.h,- 


Für NgNj erhält man den Abstand i, zu 




i..ex = f, 






/i = — ^, worin e^ = 


b 
'"2 




und ©,= 


■■^,iu>,-+ 


h,ä,') iet, 


b ,, . , , ^ 


' 1 ädb« 

6 b bh 


-b,J.' 
-b.h. 



(bh — b,bi) 

8. Für die Ellipse. 

Der Antipol oder Kernpunkt A beschreibt für alle, die gegebene 
Querschnittafläche umhüllenden Polaren N N wieder eine Ellipse, die der 
ersteren ähnlich ist. 

Die Halbachsen 1, und Aj der Eemfläche erhält man unt«r Be- 
nutzung der in Fig. 35 punktierten Zentral ellipse, deren Trägheitahalb- 



Wehnert, FesUgkeltglsbre IL 
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III. Abaohnilt. 



-yf=l/Ä;-y?= 



^~r7i i-s 



=i/f-l/s=y?=i 



1 gleicher Weise wie beim Rechteck. 

Für die Polare NgN^ ist der Antipol 
bestimmt mit 



Der zur Polaren N, N, gehörige Antipol 
A, ergibt sich aus 
A,.e, = r,^ 



§ 11. Berechnung der Biegangsspannnng mit Hilfe 
des Kernes. 

Während im § 8 Abs. b die MaterialbeanapruchuDgen für den 
schiefen Belastungsfall bereits behandelt worden sind, soll nunmehr im 
vorliegenden Paragraphen eine Lösung angegeben werden, wie man mit 
Hilfe der KernflSche und der Zentralellipse die Biegungsspannungen für 
jeden beliebigen Querschnitt ermitteln kann. 

Zur Erläuterung sei wieder der im § 8 in den Fig. 18 bis 20 dar- 
gestellte rechteckige Querschnitt gewählt. Die Momentenebene sei in 
Fig. 36 durch die Spur K K bezeichnet, in der das Kräftepaar vom Bie- 
gungsmomente M wirken möge. Dieses Moment kann man sich aus einer 
unendlich fem wirkenden Kraft von unendlich kleiner Größe beetfihend 
denken, deren Angriffspunkt daher der unendlich ferne Punkt der mit 
dem Querschnitt zusammenfallenden Spur K K ist. Für diesen Punkt 
bildet dann die durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende neutrale 
Achse NN die Antipolare (vergl. § 9), die nach § 8 Abs. c mit der 
Richtung des zur Spur K K konjugierten Durchmessers der Zentralellipse 
zusammenfällt. 
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§ 11. Ber^nung der BiegungsspaniiDng mit Hilfe de» Kemee. 51 

Hat man also für den vorliegenden Querschnitt die Zentralellipse 
konstruiert, so ergabt sich die Klclitung der neutralen Achse NN, als 
Parallele zu den in den SchnittpuDkten C und D errichteten Tangenten. 

Nach § 8 Abs. b tritt nun die größte Materialspannung «Fmu '^ 
den Eanten auf, die den größten Abstand e von der Nullinie haben. 
Bezfflchnet man mit @h ^^ Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug 
auf die neutrale Achse N N, das darauf 
bezogene Biegungsmoment mit Msind, 
90 ist nach Gleichung 68 der Ein- 
führung 

Maind = ^a^„. 

e 

Weiter ist nach Gleichung 32 
bezn. 34 mit bezug auf die in Fig. 36 
eingeführten, mit der Spur KK parallel 
laufenden Bezeichnungen X„ e^ imd r^' 

oder untei- Einführung der zu NN lot- pi„_ 3(|_ 

rechten Abmessungen 

r, ^^r/sinA noraus r,'=:-r-^ folet, 
und e = e^ an d, „ e, ^ -;— ^ „ , 



^■8in<t~Uud/ 
Ai.e8in(I = r,«, 

- den Trägheibshalbmesser darstellt. 

Den letzten Wert eingesetzt, gibt 

ii . e sin d = -j- , 



-n' 



woraus man 



0N = Aief sin(J 
erhält Diesen Wert in die obere Biegungsgleichung eingeführt, liefert 



die größte Spannung 



Aief sind 



«n<J = 

M = Aifff„, 
M 
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62 rV. AlMchnitt. 

Iq dieser Gleichung bezeichnet W das bereits im § 14, 1 der Ein- 
führung genannte Widerstandsmoment des Querschnittes, welches hier 
als das Produkt aus Querschnitt f und Kempnnktsabstand l^ de- 
finiert ist 

Die Richtigkeit der letzten Definition ergibt sich am dem folgenden: 
Nach § 14, 1 der Einführung 



Nach Gleichung 32 bezw. 34 
Jl.e = r 



= /ef 
erhält, Diesen Wert in die erste Gleichung eingesetzt, gibt 

W=^ = ^^ = X{ 87a 

e e 

NB. Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, daß, falls die Kern- 
fläcbe eines Querschnittes bereits gegeben sein sollte, die Bestimmung der 
größten Material Spannung bedeutend einfacher und schneller geschehen 
kann, als es im § 8 Abs. b möglich ist. 



Vierter Abschnitt. 



§ 12. Die Schnbspannnngen im gebogenen Balken. 

Wie bereits in der Einleitung des g 23 der Einführung angedeutet, 

treten bei einem auf Bi^;ung beanspruchten Körper neben den Nornial- 
spannUDgen auch Schubspan nun gen auf, die nach den Ausführungen des 
§ 13, 2 der Einführung immer nur paarweise und zwar senkrecht zuein- 
ander gerichtet auftreten können. Der Geringfügigkeit halber konnten 
aber innerhalb der Lehre von der Biegungsfeatigkeit die Schubapannungen 
vernachlässigt werden, waa nunmehr bei der zusammengesetzten Festigkeit, 
wo die Schubspannungen unter Umständen sehr beträchtliche Werte an- 
nehmen können, nicht immer angängig ist. 

Es soll deshalb der vorliegende, zugleich als Ergänzung der Bie- 
gnngsfestigkeit dienende Paragraph die Scbubspannungs Verhältnisse im 
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§ 13. Die SchnbspaDDUDgeD im gebagenea Balken. 53 

gebogeuen Korper für den Normalfall erläutern, bei dem die Kraftebene 
dea biegenden Momentes die Symmetrieachse des Querschnittes darstellt 

a) Der Qaerschiiitt des anf Biegang beanspruchten Körpers 
sei ein Rechteck. 

An die Ausführungen des § 14 der Einführung anschließend, sei 
der weiteren Betracblung wieder ein in Fig. 37 dargestellter Freiträger 
gewählt, der beispielsweise am äußersten Ende mit einer Einzellast P be- 
lastet ist. 

In den Querscbnittselementeu oberhalb der neutralen Faserschiebt 
NN treten bei der Biegung des Trägers Zugspannungen, unterhalb dar 
gegen Druclt Spannungen auf, die die entsprechenden Fasern verlängern 
oder verkürzern. Vergl. die Fig. 18 und 88 in den § 14 und 30 der 
Einführung. 

Wie bereits im § 14, 1 daselbst gesagt, stehen diese Spannungen 
und Dehnungen im proportionalen Zusammenbang mit den von der neu- 
tralen Acbse aus gemessenen zugehörigen Faserabständen. 

Andererseits wachsen aber auch die Spaunuagen und Dehnungen 
mit der Zunahme 
des Biegungsmo- 
mentes, d. h. mit der 
Lauge des Hebel- 
armes der Kraft P. 
Um nun die 
Scbubspannung t 
zu finden, die in 
einem, im Abstände 
^ von der neutralen 
Faserschieht NN 

aus gelegenen 
Läugsquerscbnitte yIb. 37. 

auftritt, denke man 

sich, wie Fig. 37 zeigt, zwei über die Trägerbreite b reichende und parallel 
der Stirnfläche gerichtete Querschnitte 

fi=A,B,CiD, und fa = AgBaC8D3, 
in deren Schwerpunkten die Zt^;kräfte 

Z,=f,a, = b(e-,).?!l±i' 

»nd Z, = f,cl, = b(e-ii).?!?±i' 

wirken, sobald die am Trägerende angreifende Kraft P zu wirken anfängt. 
Da nun im vorliegenden Falle 
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61 IV. Absohnitl. 

Zs>Zi 

ist und das swiscben den Flächen fj und f, Ü^nde Material tieraus- 
geBcbnitten gedacht werden kann, so bleibt nur noch die rechteckige 
Fläche 

f = C,CgD,Dj 
zur Aufnahme der Differenzkraft übrig, welche dann die Kraft 8 dar- 
stellt, mit der die Fläche auf Abachernng beansprucht wird. Diese Schub- 
kraft beträgt 



b{e — n), , 
» = 2 (Obs + ffw — "n — OijOi 

worin nach Gleichung 68 der Einführung mit bezug auf Fig. 37 

1. Mb, ^ — ffoi bezw, öei^=^Mbi = -^F\ 

oder „ ^-rn„, „ o„, =lMis,-=«-2r*Ji' 



V 

oder „ =-a^ „ ö„ = ^ Mb, == | Plg 

ist. Führt man die letzten Werte ein, so ergibt sich die Schubkraft S aus 
S='^(|P.. + |P^-JP..-|P..) 
b(e-i;) P„ 



5 {1,(« + <I)-1. (» + <!» 



Da nun andererseite die Schubkraft S nach Gleichung 40 der Ein- 
führung den Wert 

S = f.T=b(]8-l,).T 

hat, so erhält man durch Gleichsetzen der beiden 8-Werte die gesuchte 
Schubspannung t zu 

b(l,-l,)i = -^(l.-),)(e'-i,')b, 



"26 



-ri. 
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l 12. Die SdmbapimaDngea im gebogeaeD Balken. 



&- 



12 



Diese Gleichuog läßt erkennen, daß 
für lj = e, die Schubspanoung den Wert Null, dagegen 
„ >? = 0, „ „ „ größten Wert erreicht. 

Der Maximalwert der Schubspannung für daa vorliegende Rechteck 
beträgt somit 

_ P ,i m_6P/hV-3 P _3 P 
^"""„bh'^^ "'"bhnaj ~2bh~2f' 



worin f den Querschnitt des rechteckigen Trägers darstellt. 

Bestimmt man nach Gleichung 38 für sämtliche Werte von tj, d. h. 
von i; ^ bis i; := e, die zugehörigen Schubspaunungen und trägt man 
sie graphisch auf, wie es in Fig. 31 geschehen ist, so liefert die Begren- 
zungslinie eine Parabel. 

NB. Während die vorstehend betrachteten Schubapannungen in der 
Längsrichtung des Träger* wirken, treten diese nach § 13, 2 der Ein- 
führung — nach dem Schubspsnnungen immer nur paarweise auf- 
treten kSnnen — auch gleichzeitig in der Querschnittaricbtung auf, so 
daß die Gleichung 38 auch hierfür gültig ist. 

b) Der Qaerschnitt sei von beliebiger Form. 

Man wähle wie vorher wieder zwei parallele Querschnitte, die vom 
äußeren Ende des Trägers die Abstände 1^ und 1^ haben. Diese Quer- 
schnitte sollen unter der Belastung des Trägers von den Zugkräften Z, und 
Zg beansprucht werden. (S. Fig. 3S ) 

Für eine beispielsweise im ersten Querschnitt hegende Paserschicht 
vom Inhalte fy, die einen Ab- 
stand ijy von der neutralen Faser 
NN hat, beträgt die Zugkraft p ^>a^ ^-. ^ 



worin nach 

führang 



14, 1 der Ein 




F.g 38. 

ist. Bildet man für alle zwischen 

den Abständen ij und e liegenden Faserschichten die Zugkräfte, so bildet 
die Summe derselben die Zugkraft Z, des Querschnittes f^, nämlich 
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66 IV. AbsohDitt. 

worin nach § 14, 2 der Einführung 

1 
das statische Moment der Fläche f, hinsichtlich der neutralen Achse be- 
deutet. 

Da nun nach Gleichung ö8 der Einführung 





Mb. = f»„ 


oder 


e & 


ist, so folgt 





. 38l> 



Zi=-',y=-g-M..=-g-M„. 

In gleicher Weise erhält man für die iweil« Fläche fj die Zugkraft 

Zs=— f,y=-e-M,t=-ö-Mrt. 

Die Schubkraft S bildet sich dann aus 

1. s_z,-z, = Ü.m.,^^m.,=|m„(1,-u I 

und nach der Schubgleichung 40 der Einführung zu 

8. S = f.Ty = (l( — l,)x.r,. J 

Das Gleichsetzen beider Gleichungen liefert die gesuchte, horizontal 

gerichtete Schubspannung r zu 

(1,-1,)i., = Jm.,(1,-1,), 
_ P M.,_ P M.. 

''-e^-T"s' " 

die nach den im § 13, 2 der Einführung gegebenen Erläuterungen auch 
senkrecht dazu, also in EUcbUing der Eraftebene, wirkt 

Da nun die Schubspannungen in den Querschnittselementen der 
Dmfangspunkte, z. B. der Punkte D und C in Flg. 38, tangential zur 
B^enzungslinie des Querschnittes gerichtet sind, so erhält man eine all- 
gemeinere Gleichung für die Schubspannung r, indem man den 
Neigungswinkel a einführt, den die jeweilige Scbubspannung mit der 
y -Achse bildet. 



Digilizoclby Google 



§ 12. Die Snhubspannungeii im gebogenen Balken. 
Nach Fig. 38 folgt mit beiug auf Gleichung 39 



oder T = 



1 



1 






40 



Für den Winkel a^O erliält man wieder die Gleichung 39, für 
a = aa, den Wert für die Tangentialspannung Tq. 

NB. Die in letzter Gleichung aufgeführte Einzellaet F des Trägers 
stellt nach dem Yorstehendeo mit bezug auf das im g 23 der Einführung 
über das Schubiiraftdiagrflmm Gesagte, gleichzeitig die den Querschnitt des 
Trägers senkrecht beanspruchende Schubkraft dar. 

Liegt nun z. B. ein mehrfach belasteter Träger vor, wie es bei 
den im § 33, a der Einführung unter 2 bis 4 ang^ebenen Belastungs- 
fällen der Fall ist, so behält die Gleichung 39 ihre Geltung, nur tritt an 
Stelle der Einzellast F die Summe der einzelnen den Träger beanspruchen- 
den Lasten, die aus der zugehörigen Schubkraftfläcbe zu ersehen ist. 

c) Die Schnbspannungen einiger einfachen Querschnitte. 
1. Für den rechteckigen Querschnitt. 

Obwohl dieser Fall bereits im Abschnitte a bebandelt norden ist, 
sei er hier vei^eichs weise nochmals aufgeführt 
!Nach Gleichung 40 ist mit bezug auf Fig. 39 

,=_L?Mü , ____ 

cosax & ' ^l^B^SflS"' 

worin a = 0*, 



= 1. 



x = 


= b, 


'H'-i){^ 


^ + 1 




= b(e 


-,)^J-b 


'-V 
2 


und e= 


13 


beträgt. 




ieee Werte 


eing. 


ssetzt, gibt 

b(e>-,') 
IP 2 


P (e- 




. b bh' 


b 



— !*— 

Fig. 39. 



12 



h« 



Für j 



= erreicht die Scbuhspannong t ihren größten Wert 

^°"~ b' hs ■ b ■4h»~8"bh~2*f' 
der mit dem Resultate im Abschnitte a übereinstimmt. 
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Ö8 IV. AbMhnitt, 

8. FUr den kreisfSrmigen Querschnitt. 
Setzt man in Gleichung 40 austatt t und a die Werte Tq und a^, 
so lautet dieselbe 

_ 1 P_ M^ 
cos Oq z 
Hierin bedeutet nacb Fig. 40 



„nd M.=4.y = f.T^ = f; = ^ 



cos Ofl)' 




12 
r* cos* «(,• 

Die Wert« eingesetzt, gibt 

2 . 

r' cos" a^ 



1 



4 P 
„=-.^oos«, 

4 P 

Für den Winkel Oq^O" erreicht die 
Bchubspannung Vq ihren grössteo Wert 
4 P 



Tniai = 



3 f 



3. Für den kreisrin^rmig^n Querschnitt, 

Da für gewöhnlich nur die größte Scbubspannung, die in der neutralen 

Achse auftritt, von Interease ist, sei im folgenden auch nur diese Spannung 

angegeben. 

if Um die Entwickelung weeentlich zu 

vereinfachen, sei angenommen, daß die Riug- 

fläche eine verhältnismäßig geringe Breite 

besitzt. 

Unter dieser Annahme folgt dann mit 

bezug auf Fig. 41 

__1_ P M« 

' . .. ""^ cos et s ' 

Flg. 41. 
* norm 
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§ 13. Die SchubspuinaDgeD im gebogenen Balken. 

= 0", 

V = T> — d, 
2t)=.2D--2<J=2D — (D — d) = D4-d, 

= (D«-d*)g = (D«-d«)(D« + d')^ 

.,= «(D-d)(D+d)<£!+£> 







„=i.8(J-2D.äl)^ 


= 2.D. 






r\^A n 


D*(J 




„«dM„ = f, = ^.^ = 


~2~ 


beträgt. 


Dil 


Werte eingeaetat, geben 


die größte Schubspannung 






1 P 2 


^ 2P _ P 














"" 1 2d n,^. 


"Dnd^ 'f' 






s'^' 





Fünfter Abachnitt. 



Die verschiedenen Belastnngsfälle. 

Wie bereits in der Einleitung gesagt, handelt es eich innerhalb der 
zusammengeaetzten Festigkeit stets um die Ermittelung der größten im 
Malenal auftretenden Spannungen. Es mögen die Maschinen- oder Kon- 
struktiODsteile heilen oder beansprucht werden, wie sie wollen, die darin 
auftretenden Spannungen können sich immer nur zusammensetzen aus 

a) verscbiedenartigen Normalspannungen, 

b) „ „ Schubspannungen und 

c) „ „ Normal- und Schubspannungen. 
G^näß dieser Einteilung kann man nun die mannigfaltig in der täglichen 
Praxis vorkommenden Belastungsfälle in die nachbenannten drei Gruppen 
zerlegen, die dann eine einfache Übersicht über die gesamte Konstruktion s- 
lehre gewährt. 
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^ 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger 
Normalspannnngeu. 

Hierher gehören die sämtlichen KoDStmktion steile, die außer Biegung 
auch gleichzeitig noch aui Zug oder Druck beansprucht werden. Vei^ 
§ 9 Abs. I. 

Je nacbdem die Zug- oder Druckkraft zentrisch oder ezzehtrisch 
auf den Querschnitt eines belasteten Körpers einwirkt, kann man folgende 
Belastungsfälle unterscheiden; 

1. Der an einer Seite eingespannte Körper wird am freien Ende 
mit einer achsial §ferichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf 
Zag beansprucht. 
Würde die Zugkraft P in Fig. 42 leutrisch, d. h. gleichmäßig über 
den ganzen Querschnitt verteilt wirken, so kämen die in den § 2, 8 und 
9 der Einführung besprochenen Verhähnisee in Frage. 

Sobald at>er die Kraft P exzentrisch wirkt, werden die Querscbuitta- 
elemenle auf der Kraftseite mehr beauspnicbt, als auf der Gegenseite. 

Um eine einfache Vorstellung zu ge- 
winnen, denke mau sich in der durch den 
Schwerpunkt gehenden geometrischen Achse 
die gegebene Kraft P als Hilfskraft zweimal 
— als Zug- und Druckkraft — angebracht^ 
80 bildet die g^ebeue Kraft P mit der Zu- 
aatzkraft — P ein Kräftepaar, welches den 
Körper auf Biegung beansprucht. 

Die übrig bleibende Zusatzkraft -(-P 
belastet dann nach § 3 der Einführung den 
Körper auf Zug. 

Während nun in Fig. 42 die von der 
letzten Zugkraft P herrührende, gleichmäßig 
über den Endquerschoitt B verteilte Zug- 
spannung ffi, von der Größe 
P 

0. = j, 

infolge des Körpergewichtes G bis zur Befestigungsstelle A zunimmt, die 
für gewöhnlich aber außer Rechnung bleiben kann, wird die am freien 

Ende B auftretende größte Biegungsspannung Obt vom Werte 
Mb Mb 
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entsprechend der Verkleinerung des Hebelarmes 6 kleiner; sie erreicht den 
kleinsten Wert an der Befestigungsstelle Ä. 

Praktischen Wert hat jedoch nur die größte Biegungsspannung, die 
sich im Endquerschnitt £ mit der Zugspannung summiert und dasalbat 
die Materialbeanspruchung 

P , Mb 

herbeiführt. 

In dieser Gleichung berücksichtigen die Vorzeichen -|- und — die 
Biegungsspannungen der am meisten belasteten Querschnittselcmente der 
Zug- und Druckseite, deren Abstände von der geometrischen Achse e^ und 
Cj sind. Da im vorliegenden Belastungsfalle nur das obere Vorzeichen 
Bedeutung hat, erhält man die größte Materialspannung m aus 

Oi = ff. + ffb = ^+ qO 41 

NB. Ist die Zug- und Biegungsfestigkeit eines Materials wesentlich 
verechieden, nie es z. B. beim Gußeisen der Fall ist, wo die Biegungs- 
festigkeit etwa das l,7&fache der Zugfestigkeit beträgt, so hat man in 
Gleichung 41 den ersten Wert noch mit (?„> ^^^'^ f'^" zweiten Wert mit 



als praktisch zulässige kombinierte Spannung zugrunde legt. 

Der vom Material abhängige Koeffizient ß^ ergibt sich aus 

kb zul. Biegungsspannung 

"•^ kj zul. Zugspannung 
Verschieden sei tige Versuche haben ergeben, daß der genannte Unterschied 
wesentlich von der Querschnittsform abhängig ist. Je mehr sich der 
Querschnitt nach der neutralen Achse zusammendrängt, desto grÜßer wird 
die Biegungsfestigkeit. 

Die Gleichang der elastiBchen Linie für eine beliebige Qnerachnittsstelle Ir 
lant«t 

_ CoB(ali)-l 

* Cos{aI) ' 

welche fite Ix ^ 1 die grttßte Durchbiegang 



^Cofl(«l)-l 

CDs(al) 



Cos(al) = 
dpn hyperbolischen Eosiaus von (al), 



-'(■-csW) 
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dsa far li 


— 1 den größten 


Wert 


p. Cos (all) 

Coe(al) 


spDimmt 








NB. 


Setzt mso 


Cos(al) 


='+.^L 






so erhalt man branchbsre Annäherungsgleicliangea. 

2. Der an einer Seite eingespannte Körper wird am freien Ende 
mit einer beliebig gerichteten Kraft P auf Zug beansprucht. 

Wird ein Körper mit einer Kraft P belastet, die mit der Äcbsen- 
ricbtung einen Winkel einschließt, so aind die drei aus Fig. 13 ersicht- 
lichen Angriffsfälle möglich. 

In Fig. 43 b greift 
die Last F den am meist 
beanspruchten Endquer- 
Bcbnitt im SchTrerpunkt 
aD, Der Angriffspunkt 
in Fig. 43 a liegt rechts, 
in Fig. 43 c dagegen links 
vom Schwerpunkt 

In allen Fällen 
kann man die gegebene 
Kraft P als Mittelkraft 
in die beiden senkrecht 
zueinander gerichteten 
Komponenten Ph ^= F 
sin« und P, = Pcoso 
zerlegen, womitsich dann 
ähnliche Verhältnisse er- 



T 



^.ä^ 



■iplle. 



a 






lüPiiiK 



S PJB- 






Fig. 43. 



geben wie bei dem vorangegangenen 1. Belaetungsfall. 

In allen drei Fällen vemraacbt die Vertikalkraft P, e 
nung Oz, die Horizontalkraft P^, dagegen eine Biegungsapannung oj,, die 
mit bezug auf den zur Bildung des Biegungsmomentee dienenden Hebel- 
armee 1 mit 0|j(|), auf der Zug- und Druckseite aber mit abi(i) ""d Obaai 
bezeichnet sein soll. 

Die in Fig. 43 a und c exzentrisch wirkende Vertikalkraft P, liefert, 
am Hebelarm Ö wirkend, auf der Zug- und Druckseite des Endquer- 
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Bchuitte» noch eine weitere Biegungaspannung abi{i] bezw. abd(i), die im 

ersten Fall die vorgenannte Biegung» Spannung noch vermehrt, im letzten 

Fall dagegen vermindert. 

Führt man nun den Hebelarm 6 in Fig. 43 a als positiv, in c als 

negativ und in b gleich Null ein, so erhält man die im Endquerechnitt 

auftretende zusammengesetzte Spannung 

ai = at±{am) + 0b{6\) 

_Pt, l^m... Mb(3i„\ 

"~ f -l =^ / 

_P^ Mb(i)±Mb(j) 

" ~ * "^ © 

Das vor dem Bruchstrich stehende — Vorzeichen liefert die größte 

Druckbeanspruchung der im Abstände e^ links der Nullacbse gelegenen 

Querschnittefasern, das -|- Zeichen dagegen 'die grSäte Zugbeanspruchung 

der um % entfernten Fasern der rechten Seit«. Da die letztere stets die 

gröJSte oder die ungünstigste Spannung darstellt, so ist unter weiterer Be- 

rücksichtiguag der in der Klammer stehenden Vorzeichen zur Berechnung 

der in Fig. 43 a und b vorgelf^ten Belastungsarten die Gleichung 

Pv , Mb(irfMbW 
0.-yi-— ^ e„ 

für den in Fig. 43 c dargestellten Fall aber 

zu benutzen. 

In diesen Gleichungen bedeutet 

Mb(i) = Pfl 
und Mb(i) = PT.(J. 
Die Okichnng der eUatiacben Linie fOr die beliebige Querschiiittsstelle li 
der Fig. 43 b lautet 



^(l. _ 1 . Sin(al)-S.a[a(l-lx)l V 



CoB(al) 
Die giOßte Durchbiegung i beträgt 

i = g(l-iT„g(.l,). 
Das BieguDgsmoment Mz erfatlt man ana 

M =?t Sin[a(l-M] 
' a ' Cos(al) ' 
das fSr li = das graSte Moment 

Mm« = ^Tang(al) 

Die HjperbelfuDktioDeu 

am(.l) = ?' ~'~' , 
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sind ans Tafeln der HyperbelfanktioDeD xa entnelimen. (S. HQtte: 18. Anfi. 
S. 28-32.) 

8. Der »b einer Seite eingespannte Körper wird am fireien Ende 

mit einer oelLsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf 

Druck beanspruclit. 

Würde in Fig. 44 die Kraft P zeDtriacIi, d. h. über den oberen 
Querschnitt B gleichmäßig verteilt angreifen, so kSmen für kurze Körper 
die im § 3 Her Einführung, für lange Körper — bei denen die Knick- 
länge erreicht iet — die im § 25 der Einführung besprochenen Verhält- 
nisse in Frage. 

Auch in dem vorlif^enden Belastungsfalle könneD, der Eörperlänge 
entsprechend, zvei Art«n von Belastungen unterschieden nerden, die in 
den folgenden Abschnitten a und b aufgeführt sind. 

a) Die Länge des K&rpm-s liegt außerhalb der KnicUänge. 
Da nach Fig. 44 die Kraft P autÜerhalb des Schwerpunktes angreift, 
wird die recht« Seit« des Querschnittes B mehr belastet als die linke. 
Die Mehrbelastung ist abhängig von der Länge 
des Hebelarmes Ö, der das Biegungsmoment 
Mb = Pi} bedingt 

Mittelst der beiden Zuaatzkräfte -)- P 
und — P erkennt man aus Fig. 44, daß 
der Querschnitt B auf Druck und Biegung zu 







Die von — P hervoi^erufene Druck- 
spannuDg Oi beträgt 



die Biegungsspannung 



Fig. 44. 



Mb 



Mb 



•"•=w="©* 



1 Eigengewicht nach unten hin 
; das gleiche gilt für die zweite 
intsprechend der Vergrößerung 



Die erste Spannung nimmt mit den 
zu und erreicht ihren größten Wert bei A; 
Spannung, die sich bei der Durchbiegung ( 
von (J mit vet^;r5ßert. 

Da es sich nun in dem vorli^nden Belastungsfalle um einen 
Körper handelt, der außerhalb der Knicklönge liegt, die Länge desselben 
also unberücksichtigt bleiben kann, so genügt es vollständig, nüt den ge- 
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gebeoen SpflnoungafTertea 3 
mengeaelzte Spannung 



rechnen. Damit ergibt sich aber die zueam- 






©■ 



woraus zu ersehen ist, daß den größten SpaDnungswerl die Druckseite er- 
hält. Er beträgt 

/P , Mb \ 
ai(d) = -^j + -ö-ej. 

Handelt es sich um Materialien, bei denen die geringen Zugspannungen 
besonders in den Vordergrund treten, wie es z. B, beim Gußeisen, Mauer- 
werk etc. der Fall ist, so muß auch die auf der linken Seite des Körpers 
auftretende Zugspannung in Rechnung gezogen werden. Sie hat den Wert 
/P Mb \ 



Ollz) = — I 



©^ 



6) Die Länge des Körpers liegt innerhalb der Knicklänge. 

Sobald ein Körper eine Länge hat, welche die im g 25 Abs. 3 der 
Einführung unter der Gleichung 143 aufgeführte Enicklänge erreicht oder 
überschreitet, so sind auch die Verhältnisse der Knickung mit zu be- 
rüclisichtigen. 

Auch in diesem Belastungsfalle bildet sich die zusammengesetzte 
Spannung oi aus einer Druckspannung a^ und 
einer Biegungsspannung O],. 

Für den oberen Querschnitt B beträgt 
die Druckspannung wieder 

P 

o, = j. 

Für den unteren Querschnitt A müßte 
der Last P noch das Körpergewicht G zugefügt 
werden, wenn es bei der Druckspannung mit 
berücksichtigt werden aoU. 

Das für den Querschnitt B gültige Bie- 
gungsmoment Mndn ^=P6 erreicht nach Fig. 46 ^ 
für die unterste Stelle A den größten Wert Fig i5 

Mm« =P(.J+i). 

Für eine beliebig zwischen A und B liegende Querscbnittsstelle C 
beträgt das Biegungsmoment 

Mj=P((J4-i — x). 

Wird dieses Moment in die in § 14 Abs. 4 der Einführung auf- 
geführte allgemeine Elastizitätsgleichung 

Wa b n e r t . Festleksitslebre II. & 
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eingeführt, t 







V. Äbwhnilt. 








erhält 


man 






"— «-^ 1 






..=^^=p^... 






1 
»? = -• 






w = cos(al), 






^^VÄ'" Bogenmaß 






-f^VS'" — 



Odur 

zu verstehen ist Die gixißte Biegungsepannung ab beträgt dann 

Mb 
«b = -Qe. 

Führt man die Werte der Druck- und Btegungsspannung in die 

Gleichung 43 ein, so ei^bt sich die für den vorliegenden Belastungsfall 

gültige zusftmmengesetzte Spannung Oi zu 

P , Mb 
«i = — öa±ffb — — fi-^ö 



" 




-(-^t«) 






= -(^^.-) 


" 




" 




= -(^^4 


Diese Gleichung 


liefert für die Druckseite den Wert 




/P , 


Pd \ 


öi(ii)= — 


fK: 


»•(WSf/ 


für die Zugselle 






_ 


Jl 


w ,\ 



')l 



Die Qleicbung der elastischen Linie betrfigt für 
legen en Qaerschnitt 



im Abstände li ge- 
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M 


•e(al) ' 




die für U = 1 die grOSte DarcbbJegimg 










'-U 


^,-) 




liefert, m der mm auch auf 


folgende Weise gelangen 


l.nn; 


Nach Fig. 45 ist 




U.„- 


^P(J + i), 




nach Gleichung 44 




M„„ = 


PJ 

cos(al) ■ 




Daraus folgt 












P(J + i) = 


Pil 

C08{al) 




oder 




J + i = 


c<,s(al) • 




woraoB dann die gTß£te 


DotchbiegaDg 








i = - 


Be{el) ** 


= ^(co8(al) 


-') 


folgt. 










Daa für die im 




moment Mi «thftlt man 


FiTis 


Mx = P« 


cos (all) 




das für li = den grOgten Wert 










M™,= 


pj 





frreicbt. 

NB, Setzt man nun noch 

PI' 

SO ergeben sich branchhare Nfiherangsgleichiingen. 

4. Der an einer Seite eingespannte Körper wird am freien Ende 
mit einer beliebig gerichteten Kraft P auf Druck beanspruclit. 

Wird ein Körper mit einer Kraft P so auf Druck beansprucht, daß 
die Kraftrichlung mit der Achsen rieh tung des Körpers einen Winkel a 
einsehliei^t, so sind nur die drei in Fig. 46 dargestellten Belastungsfälle 
denkbar. 

Während bei Fig. 46 b der Angriffspunkt der Kraft mit dem Schtrer- 
punkte des oberen Querschnittes zusammenfällt, irird der Querschnitt bei 
Fig. 46a und C rechts bezw. links vom Schwerpunkte angegriffen. 

In allen diä Fällen kann man wieder die gegebene Kraft P in je 
eine senkrechte und horizontale Komponente 

P, = Pcosa und Pt^Psina 
zerlegen, wie es im 2. Belas tun gsf alle bereits geschehen ist 

Die Horizontalkraft Pi, ruft in den einzelnen Querschnitten Bi^^ungs- 
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spannungea hervor, die, am freien £nde mit Null anfangend, den größten 
Wert an der BeFestJgungsstelle erreichen. 

Die Vertikalkraft Py verursacht mit bezug auf den 3. Belastungs- 
fall eine Druckspannung Oijj die nach der Einspannstelle hin enteprechend 
der Grewicbtavermebrung zunimmt. Die am Hebelarm 6 wirkende Kraft 
Pt veranlaßt außerdem noch Biegungaspannungen, die in Fig. 46 b gleich 
Null, in Fig. 46 c positiv, in Fig. 46 a aber negativ werden. 

Wird das Eigengewicht wieder vernachlässigt, so erhält man für die 
vorliegenden drei Falle die zusammengesetzte 6pannungsgl«chung 
ffi = — Od + (ffb.i) ± <rb(a)) 



„=- 


--/- 


(M^,,^.) 


» = - 


4- 


MbO)±Mb'J)^ ,ß 
" *** 


Das vor der Klammer stehende + Zeichen ist zu verwenden, wenn 




Mb(i) bedingte Zugspannung der im 
Abstände Cj li^enden Fa- 






sern in Rechnung gezogen 
wird, das — Zeichen da- 






g^;en weist auf die durch 






das gldche Moment bewirkte 






Druckspannung der eg ent^ 
fernten Fasern hin. 






Das negative Zeichen 
in der Klammer hat nur bei 






Fig. 46a Geltung, wo das 
Biegungsmoment Mb((t) dem 
ersten Momente Mi^u ent- 






Konstruktion, wirkt. 


Fig. 46. 




Zerlegt man die Glei- 
chung 46 in die einzelnen 


Fälle, so ergibt sich die Faserspannung 


1. für die Fig. 46 a: 






rechte Seite Oi = - 


P, M„,-Mi(J) 
- f + © 


linke Seite ffi = - 


P, 


Mi.„,-Mt(d)^ 
"' 


2. für die Fig. 46 b: 






rechte Seite a-,^^- 


-^ + 


M.„ 
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linke Seite - ffi = - 


-T-T«"' 


3. far die Fig. 46 c: 




rechte Seite oj = - 




linke Seite Oi = - 


P, M„,+ M»M) 



NB. Besitzt der in Fig. 46 dargestellte Körper eine Lange, die die 
Rechnung auf Knickung erforderlich maeht, 90 sind in der Gleichung 46 
für das Biegungsmoment Mi,(j) die unter Abschnitt 3 b dieses Paragraphen 
angegebenen Verhältnisse zu berücksichtigen, denen zufolge für Mi,(i{) das 
aus Gleichung 44 sich ergebende Biegungstnoment zu benutzen ist. 

Die Gleicbnpg der elastischen Linie Inatet filr den Abstand Ix der Fig. 46 b 
Ph/ ■ , 1 8in(al)-8in[aa- Um 



_, , 1 ain(al)-8in[aa- U|]\ 



Pie grOEte Durchbiegnng i wird erreicht a 

-'p^(->-^'»<-.)- 

Das Biegangsmoment Mx fflr die beliebige QuerschiiittsBlelle Ix betrügt 

"'-T- co.(.l) • 
das far Ix = den größten Wert 

Mmlx-^tgOD 

annimmt. Hierin bedeatet wieder 



-~m- 



5. Der exzentrisch belastete Pfeiler aus Hauerwerk oder Ühuliclieii 
Uateriallen. 

Als einen Sonderfall der unter 3 a dieses Paragraphen aufgeführten 
BelastungBgruppe kann man die exzentrische Belastung eines Mauerpfeilers 
insofern ansehen, als hierbei von vornherein ganz besonderes Augenmerk 
auf die Zugspannungen zu richten ist. ' 

Für gewöhnlich handelt es eich hierbei darum, entweder 

1. die Zugspannungen ganz zu vermeiden, was nur unter den aus 
§ 9 Abs. 1, Fig. 23 a und c aufgeführten Bedingungen möglich ist, oder 

ä. die etwaigen auftretenden Zugspannungen durch geeignete Kon- 
struktionsqiittel unschädlich zu machen (vei^l. Fig. 307 im 5ö. Beispiel 
der Einführung). 

Als weiteres Merkmal des vorliegenden Belastungsfalles ist die uner- 
läßliche Berücksichtigung des verhältnismäßig hohen Eigengewichtes des 
Pfeilers hervorzuheben. 

Im folgenden sden zwei Lastfälle behandelt. 



Disiiizodby Google 



70 



V, Abschnitt. 



a) Die Pfeilerlast beansprucht die game Oruttdfläche des Sodens 

auf Druck. 

Der in Fig. 47 dargestellt« Pfeiler vom Gewichte G und den Quer- 

schnittsabmessimgeii a und b werde mit der parallel zur Achse gerichteten 

Last P exzentrisch beaneprucht. Hierdurch enteteht ein Biegungsmoment 

das in der linken und rechten Kante 
des Querschnittes die Biegungsspan- 
nungen 

Mb 2 6P(a-2x) 




hervorruft. 

Da nun nach dem Belaalungs- 
fall 3 a die Last P auch eine über den 
ganzen Querschnitt gleichmäßig ver- 
teilte Druckspannung 

P P 

bewirkt, das Grewicht G aber eine solche 



'k*-e veranlaßt, so erhält man unter Beach- 

■'J^ tung der Vorzeichen -(- imd — für 

Zug und Druck die in der rechten 
Kante auftretende größte Spannung 

"Hma) = — (ffd(Q) + ffdiP) + ffd(b)) 

_ /G I F ■ 3P(a-2x) \ 
lab "'"ab"'" a^b } 
_ / P + G 3P(a-2x) \ ) 
" ~ l ab "•" a^b /' 
und die in der linken Kaute vorliegende kleinste Spannung [ 

öidniD) ^ — (öd(Oj -|- ffd(P) — Öilb)) j 

_ / P + G 3P(a— 2x) \ 
" ~ i ab a*b /■ I 

Solange nun der Wert des zweiten Gliedes in der Klammer kleiner 
oder gleich dem Wert« des ersten Gliedes ist, solange ist auch ebe Zug- 
spannung auf der linken Seite ausgeschlossen. 
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Überschreitet dingen daa zweite Glied den Wert des ersteD, so 
erhält man für ObUb einen positiven Wert, was auf eine Zugspannung hin- 
weist, welche die linke Seite des Pfeilers außer Berührung mit dem Boden 
hringen würde, was natürlich unzulässig ist. 

Von praktischer Bedeutung ist daher nur die wirklich vorhandene 
Druckfläche, die in solchem Falle auch nur In Rechnung zu setzen ist^ 
wie es der folgende Belaetungsfall zeigt 

b) Die Pfeäerlast beansprucht nur einen Teil der Grundfläohe des 
Südens auf Druck. 

Während in Fig. 47 die exzentrisch angreifende Last F mehr nach 
der Mitte des Querschnittes zu, d. h, innerhalb der In § 10 Abs, 4 für 
das Rechteck dargeateUten Eemfläche, angeordnet war, liege in der vor- 
li^nden Fig. 48 der Angriffspunkt der Last P außerhalb c 
wobei die Grundfläche des Pfeilers den Boden 
nur über die Länge c auf Druck beansprucht. 
Hierbei sind nach § 9 Abs. 1 die Span- 
nungen so verteilt, daß an der rechten Pfeiler- 
kante die größte Druckspannung ffid(iiiK), 
in der Mitte 8 der Grundfläche die von der 
Last P und dem Pfeilergewichte G herrüh- 
rende Nonnalspannung {Od{p) + ffd(B)) und an 
der Querachnittsstelle B die Spannung gleich 
Null auftritt. 

Da nun hier eine Zugspannung nicht 
auftreten darf, kmn zur Berechnung der \ 
Biegungsspannung auch nur die gedrückte ] 
Fläche herangezogen werden. Die Last P und 
daa Crewicht G belasten dann die Fläche mit 
den Druckspannungen 

I P , G P + G 

ffd(F, -I- ff*G) = b^ + b^ = -^~ ■ 

Mit bezug auf Fig. 46 beträgt das 
Biegungsmoment 



Mb = P 



-G 




„ =- P{o— 2x) — G(a— c) , Fig. 48, 

womit die Biegungsspannung ad(ii) an der rechten Pfeilerkante mit 

"»)-„ = b^r 
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3[P(c— 2i) — G(a — c)] 
<^d(b) — j^^j 

gewonnen wird. 

Die gesamte Dnickapannung der rechten Kante beträgt eomit 
«ia = — {ffd(p) + ffdte) 4" "aiw) 

_ _ 11+^ _L 3[P(c-2«)-0(.-e)] N 
" " l, bo "T bo' /' 

worin die Strecke c noch unbeliaDnt ist Diese ergibt sich aber aus der 
für den Kulipunkt B gültigen Gleichung 

_ P + G _ 3[F(c— 2«)— G(a— c )] 
"" bo 



bc' 
3[F(c— 2x)— G(a- 



-0) 



o=(P + G)c — 3{Pc — 2Px — Ga + Gc), 
(P+G)c=3(Pc — 2Px — Ga + Gr) 

= 3e(P + G) — 3(äPx + Ga), 
(P + G)c— Sc(P -i-G) = — 3 (2Pi4-Gu), 
— 2c(P-|-G) = 

— 3(2Pi + G«) 
° - _2(P+G) 

3 2Px + Ga 



-2'. P+G ** 

Die Toigcoannte Spannungsgleichnng 
der rechten Kante kann man sehr einfach 
gestalten, wenn man das darin aufgeführte 
Biegungsmoment 

%„. »'=K-2-')-«(i-l) 

durch dae gleichgroße Moment 

m. = e(5-p) 

Fig. 49- der resultierenden Kraft „R = P -}- G" 

ersetzt, die igt Schwerpunkt der Span- 

nungsßäche, d. b. im Abstände p ^ 5 ^on der rechten Pfeilerkante, ihren 
Angriffspunkt hat. 

Das Einsetzen liefert dann 





iiil 


AfM, 


-1(11111 


^l J 


LlJI 



(p + G , «"(-2--) ) 
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6(P + G) 



-(^ 



P ■ b(3p)' 

F + G 6(P + G)0,6p \ 

Sbp ~^ 9bp« / 

2 P+G_ 



3bp > 

2 F + G 



- 2-— r^ 
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Dieses ResultaL besagt, daß die an der rechten Pfeilerkante auftretende 
Druckspannung doppdt so groß ist, als die Spannung, welche bei gleich- 
mäßiger Verteilung der haat P und des Grewichtes G über den Quer- 
schnitt bc auftritt. 

NB. Die vorstehenden Ergebnisse hätte man auch mit Hilfe der im 
§ 9 genannt«u Gleichung 31 bezw. 32 erhalten können. 

6. Der gespannte FreitrSger mit Endbelastung. 
Ein Freiträger wird gespannt genannt, wenn er neben Biegung 
gl^chzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht wird. Je nachdem die 



Fig. 50. 



Achsialkraft ziehend oder drückend wirkt, kann man folgende zwei Be- 
lastuDgsfälle unterscheiden. 

a) Die Achsialkraft beansprucht den Träger auf Zug. 
Der in Fig. 50 dargestellte Fall läaat erkennen, daß hier die gleichen 
Verbältnisse vorliegen, wie bei dem in Fig. 43 b behandelten 2. Belastungs- 
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fall. Es lassen sich deshalb auch die dort aufgeführteo Gleichungen ohne 
weiteres auf den hier vorliegenden Belaslungsfall übertragen, Die Bezeich- 
nungen sind in beiden Belastungsfällen gleich gewählt. 

J>) Die Achsialkraß heansprucht den Träger auf Druck. 
Die Fig. 61 zeigt die Übereinstimmung des hier vorliegenden Be- 
laetungsfalles mit dem aus Fig. 46 b ersichtlichen 4. Belasfungsfall, dessen 
Ausführungen und Gldchungen auch hier Geltung haben. 




Fig. 51. 



7. Der geapannte FreitrS^er mit glelchmSSig Terteillei' Belastung. 

Auch hier unterscheidet man, der Richtung der Achsialkraft zufolge, 
folgende zwei BelastungsfäUe: 

a) Die Achsialkraft beansprucht den Träger auf Druck. 
Für eine beliebige Querschnittsst«lle 1^ hat in Fig. 5S das Biegungs- 
moment Mi den Wert 
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M,: 



lU-U' + PO-"). 
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der für Ij ^ bezw. x=^0 das größte Biegungsimoment Mn,„ ergibt. 

Das Biegungsmomeiit M^ läßt sich beatimmeu, wenn die beiden mit 
Hilfe der Gleichung der elastischen Linie festzustellenden Durchbiegungen 
i und X bekannt sind. 

Die Durchbiegung x folgt aus 



»'lco8(a 

m 



■M'--l'")-K' 



^Q 

a*lCDB(al) 
Die größte Durchbiegung i betrSgt 

Or 1, , eo.(.l) + .l.ln(.l)- 



5I + - 



'al\| 



1 + - 



•(¥)- 



-u+ 



m\. 



.-lcoa(al) 

Did Große a hat hierin wieder die im § 18 noter Abs. 8b angegeben 
deutuDg 

Ist das größte Biegungemoment Mmu ausgerechnet, SO erhält man 
die zusammengesetzte Spannung Oi nach der Gleichung 43. 

b) Die AehsiaJkraft beansprucht den Träger auf Zug. 
Während vorher die Druckkraft P ungünstig für den Träger wirkte, 
erhöht hier die Zugkraft P die Tragfähigkeit des in Fig. 63 angegebenen 
Trägers. 



Mi für die Querschnilts- 
Btelle 1, beträgt 

>I — Ix 



imümimiiüimuiiiniuiiiiiiiiimiii 



= p(i-i.)- 



-P{i-X) 

-P(:-x), 51 

welches für l^^O bezw. 
x^O den größten Wert 
Mail erreicht 



Fig. 53. 
, wenn in den Toratehenden Qlei- 



Die Durchbiegungen i und x erhalt n 
chungeD die Druckkraft + F durch die Zugkraft — P und die trigouDmetrieehen 
Funktionen durch die hyperbolischen ersetzt werdpo. 

Die Gleichungen lauten dann 
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-?[ aMCoBf.1) P-C<'«('M; + - 



p b^ 



f2Sm('f)[«lCo8{a(l-|lx)}-8iD( 



. CoB(ftl) + alSiii(al)-n 
*" a'lCoB(al) J 



:^)<- 



i). 



tMCos(al) 

Nach der Ermittelung des größten BiegUDgemomentes M^u kana 
man dann auch nach Oleichuag 41 die ideelle Spannung feststellen. 

8. Der ^siwniite ZweistOtzentrfig^er bei HittelbelaBtung. 

Ist ein Träger an den beiden Enden gelenkartig gelagert, in der 
Mitte mit einer senkrecht zur Trägerachse gerichteten Einzellast und in 
der ÄchBenrichtung mit einer Normalkraft belastet, so kann man unter 
Berück eiclitigung der Zug- und Druckkraft ebenfalls zwd Belaatungsffille 
unterscheiden. 

a) Die Ächsialiraß beansprucht den Träger cmf Zug. 

Da man sich den in 
f^g, 54 vorgelegten Träger 
in der Mitte unterstützt und 
eomit in zwei gleichbean- 
spruchte Frei träger nach Art 
des Belastungsfalles 6 a be- 
stehend denken kann, so 
haben die daselbst ange- 
gebenen Gleichungen auch 
ohne weiteres im vorii^n- 
den Falle Geltung. 

In der Figur sind die 



%si 



^Ä 



m 



Bezeichnungen so gewählt, dafi 
zu ändern braucht 



I den genannten Gleichungen sich nichts 



h) Die Acksialkraft beansprucht den Träger auf Druck. 

Auch den in Fig. 65 dargestellten Tr^r kann man sich in zwei 
Freiträger zerlegt denken, von denen jeder dem Belastungsfalle 6 b ent- 
spricht. 

Die daselbst angedeuteten Gleichungen können daher auch hier in 
unveränderter Form Anwendung finden. 
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NB. Sind die Enden nicht schamierartJg gelagert, sondern liegt der 
Träger, wie Fig. 56 zeigte beideraeitig frei auf, so tritt bei der Durch- 
biegung des Trägers eine Verschiebung X der Stützpunkte bezw. der auf- 
einanderliegenden Stützüä- 



& 



'n—^ 



^' 



Fig. 55. 



m 



chen eiu, wobei an jedem 
Trägerende ein Reibungs- 
niderstand B zu überwin- 
den ist. 

Die TOD den Reibungs- 
koeffizienten der zusammen 
arbeitenden Materialien ab- 
hängige £raft R veranlaßt 
nun ein zugunsten der Eoi 
Btruktiön dienendes , d. 
dem Biegungsmomente M„„ 
entgegenwhrkendes Moment, 

M = B.e, 52 

welches von der Höhe des Triers abhängig ist. 

Die Kraft R beträgt für unbewegliche Auflager, bei denen nur 
gegenseitige Beibung auftritt, 

R = '' 

WO fi den Koeffizienten der 
gleitenden Reibung bezeichnet. 

Der genannte Reibunga- 
betrag kann aber wesentlich 
fiberschritten werden, wenn sich 
z. B. die Auflager in das Trä- 
gennaterial eindrficken. An- 
dererseits kann aber auch der 
Betrag den angegebenen Wert 
unterschreiten, falls Rollenauf- 
lager gewählt werden. 

Da in den meisten Fällen der Praxis auf die vorgenannte yerBcbi&< 
bung k und deren Wirkungen keine Rücksicht genommen wird, was 
übrigens schon aus den im § 23b und c der Einführung aufgeführten 
Belastungsfällen hervorgeht, so mögen die vorstehenden Andeutungen über 
die Reibungsverhältnisse bei dem frei auf zwei Stützen gelagerten Träger 
genügen. 

Sonst treten dieselben Verhältnisse auch bei vollkommen aufliegenden, 
d. h. über die ganze Länge gelagerten Trägem auf, wie es beispielsweise 
bei den Eisenbahnschwellen der Fall ist. 




Flg. 56.1 
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9. Der gespannte ZweistOtzeuträger bei gleichmfiäig verteilter 
Belastung. 

Wird ein an beiden Enden drehbar gelngcrter Träger über seine 
ganze Länge gleichmäßig verteilt belastet, und wirkt gleichzeitig in Rich- 
tung der Achse noch eine Normalliraft auf den Träger ein, so ergeben 
sich die nachbenannten zwei Belastungsfälle. 

a) Die Ächsicdkraß beanspruekt den Träger auf Druck. 



ZSL'lpt 




Da bei dem vor- 
li^enden Belastungsfalle 
das größte Biegungemo- 
ment Mqiu und somit 
auch die grSfite Durch- 
der Träger^ 
mitte auftritt, so kann 
man sich nach Fig. 57 b 
den beiderseitig gelager- 
ten Träger in zwei glei- 
iilKÜÖ^*'*' """ che Freiträger zerlegt 

Für dne beliebig 
gelegene Querschnitts- 
stelle Ix betlägt das Ble- 



M. = P(i-i) + Q(l-!.)-p(l_lj'— -!5 
„ =P(i-:<) + Q(l-U-E(I-U', 
das für Ij = bezw. für x ^ den größten Wert 
M^ = Pi + Ql — |l« 

erreicht. 

Die Durchbiegungen x und i ergeben sich wiederum mit Hilfe der ii 
Abs. 4 der EinfUhruug angegebenen Gleichung der elastischen Linie zu 



'~P\ 2'''a'r 
t unler a der Wert 



J8(al) 
,s{al)\ 



cos (alj 
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Mit diesen Werten ei^bt eich das Biegungsmoment Mj zu 
Q co8(al,) — coB(al) | 



^x 



cos(al) I 

und für Ij ^ U das größte Moment I ' ' ' ^^ 

.0. t -cos(al) ^ Q / 1 \ 

"a*r co8(al) a'l \co8(al) )'} 

Die auf der Zug und Druckseite auftretenden größten Malerialspan- 
Dungen erhält man dann nach Gleichung 43 zu 



M„„ 



öi^ 



66 



|>^ 




a 



ilüSIÜi^* 



worin für e der auf der Zug- oder Druckseite gelegene Faeerabsland e, 
bezw. Oj zu setzen ist. 

b) Die Achsialh-aß bean- 2Ä=Ä1»C 
spruchl den Träger auf ^ 1111111111111111111*11 
Zug. -g^- ^ 

DievorgenanntenGlei- i 

chungen kann man auch «[- 1— 

auf den vorliegenden Fall .<^ I lUlinn 
anwenden, wenn man die '"UttH 

Normalkraft -|- P durch ^ 

— P und den trigonome- 
trischen Kosinus durch den 
hyperbolischen ersetzt. 

Hier beträgt für eine \6 

beliebige Querschnittastelle 
li das Biegungemoment ^8- 58- 

M.= -P(i-i) + Q(l-l.)-p(l-l.)- 

„ =_P(i_x) + Q(l_U-|(I-U', 

das für 1^ = bezw. für x = den größten Wert 

erreicht 

Die DuTChbiegangen x und i erhält man aus 

__Q/ ll^ 1 1^C08(8M\ 

* p\, 21 a'T Co8(al) ) 
- Q/'x' 1 1 l-Co s(alx)\ 

• P^2l"''«'r Cos(al) / 
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Q/1 X LzCo8(al)\ 
"" P^a"""»'!' Co8(ftl) } 

, P Po 



bedeutet. 

Das Biegungemoment Mz entwickelt sich dann zu 

_^ Coa(al) - Cos(alz) ) 

" a<r Co8(al) 

daa für l^^O das grösate Moment J ... 56 

_Q^ Coa(al)-l _ Q,( 1__\\ 

™~a«r Cos(al) ~anl Cos(al)/J 
liefert 

Die zusammengesetzte Spannung auf der Zug- und Druckseite erhält 
man dann nach Gleichung 41 zu 

P ■ M.„. 
' !- 8 ■ • . ■ 

NB. Wie die größte Biegungsmomentengleichung 56 erlcennen läßt, 
wird daa zweite Glied in der Klammer mit zunehmender Ttfigerlänge 
immer kleiner, 80 daß es bei größeren Längen ale unweBentljch vernach- 
ISaaigt werden kann. 

Damit erb&lt man aber daa größte Moment 

"-" — a"l~ P ,~ PI "oPI .... 68 



" = -, 



57 



E& 



als anch die Biegungsspannung 



M.„ aPl Qe 

'"■~~e-'=-0-'=itm 

_ ple _ pe 

" -5pl-i? ■ ■ "• 

die dann in die zuBammenge- 
setzte Bpannungagleichung ein- 
zusetzen ist 

Bemerkung: Die Glei- 
chung 69 ist auch gültig, wenn 
ein Seil oder Draht nach Fig. 69 an beiden Enden auigehängt ist. Das 
Eigengewicht bildet die Belastung, unter der sich das Seil durcbhängt. 
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Hierbei bezeichnet 
p = i,y das Gewicht der Läogeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f 
und dem epezifiachen Gewicht y, 

e := - den Halbmesser des Draht«s, 

a den Debnuugakoeffizienten des Drahtmaterials und 

P^H die Horizontalkraft, mit der der Draht beansprucht bezn. ange- 
spannt ist. 
NB. Wirkt auf den Draht noch eine Belastung ein, wie es beispiels- 
weise im Winter bei den Leitungsdräbten der elektrischen Straßenbahn 
durch Schneelast der Fall sein kann, so rechnet man einfach diese Last 
zum Eigengewichte hinzu. Die Gleichung 59 kann somit auch hier An- 
wendung finden. 

10. Der stabfSrmige Körper mit gekriimmter Mittellinie. 

Die in den vorangegangeneu neun Absätzen für stabförmige Köiper 
mit gerader Mittellinie aufgestellten Gleichungen werden in der Praxis 
auch vielfach bei Körpern mit gekrümmter Mittellinie benutzt; besonders 
handelt es sich hierbei um Konstniktionsteile, die aus Schmiedeeisen oder 
Stahl angefertigt sind. Natürlich können die diesbezüglichen Rechnungen 
nur angenäherte sein. Diese Annäherungen kommen aber den richtigen 
Resultaten um so näher, je größer der Krümmungsbalbmesaer der Mittellinie 
des geb(^nen Körpers ist. 

Zur genauen Berechnung der letzteren Körper muß im allgemeinen 
dann geschritten werden , wenn es sich z. B, um Gußeisen -Material oder 
um sehr höbe Belastungen handelt. 

Was die Form der gekrümmten Mittellinie eines gebogenen Körpers 
betrifft, so kann sie 

1. eine ebene Kurve oder 

2. eine räumliche Kurve aein. 

Die letEle Form, die bei strenger Behandlung sehr komplizierte und 
umständliche Rechnungen erfordert, hat für die angewandte Praxis wenig 
Bedeutung. 

Mehr Bedeutung hat dagegen die erste Form, bei der die Mittellinie 
in einer Ebene, der sogenannten Belastungsebene, liegt, in der die den 
Körper beanspruchenden äußeren Kräfte wirken. In derselben Ebene soll 
auch die Hauptachse sämtlicher Querschnitte des Körpers liegen, wie aus 
Fig. 60 zu ersehen ist. 

Einen unter den letztgenannten Voraussetzungen belasteten Körper 
nennt man mit bezug auf seine fast ausschließliche praktische Anwen- 
dung, den „Kormalfnll der Praxis". 

Welinart FegUgkeitlelire II. 6 
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Er uaterscheidet eich von dem im § 13 Abs. 1 aufgeführten geradeD, 
exzentrisch belasteten Körper dadurch, daß, wie Fig. 60 zeigt, die den ge- 
bü^nen Körper belastete Zug- oder Druckkraft P, als positiv und negativ 
wirkende parallele Hilfskraft, an eine beliebig zu berechnende QuerBchnitls- 
stelle verlegt, diesen Querschnitt nicht mehr normal, sondern, der ge- 
krümmten Mittellinie entsprechend, unter ein^m Winkel a angreift. 

Während also die eine Hilfskraft { — P) mit der gegebenen Kraft 
P genau so, wie beim geraden Körper, das den Körper auf Biegung bean- 
spruchende Kräftepaar darstellt, bildet die 
andere Hilfskraft P eine Resultante, die 
in die beiden Seitenkräfte N und 8 zu 
zerlegen ist, wovon N die den fraglichen 
Querschnitt belastende Normalkraft und S 
die in die Querschnittsrichtung fallende 
Schubkraft darstellt. Die letztere Kraft, 
die nach g lä zu behandeln ist, wird 
infolge ihres geringen Einflusses am Re- 
sultate zumeist auSer Rechnung gelassen. 
Was bei dem vorliegenden Belastungs- 
Fig. 60, fall die Formänderung betrifft, sind zwei 

Annahmen gemacht worden, die beide in 
den meisten Fällen mit der Praxis gut übereinstimmende Ei^bnisso ge- 
liefert haben. ■ ,, ^ ,, 

Nach der ersten Annahme von BernouUi, wonach die ursprüng- 
lich ebenen Querschnitte auch während der Biegung eben bleiben, folgt, 
daß die Biegungsachse der Querschnitte nicht mehr durch deren Schwer- 
punkte geht. 

Die zweite Annahme geht davon aus, daß die Spann ungs Verteilung 
nach wie vor der Bi^ung dem Ebenengesetze folgt, und daß auch die 
Biegungsachse ihre Lage nicht ändert, was aber dann zur Folge bat, daß 
die Querschnitte nicht mehr eben bleiben können. 

Die diesbezüglichen von v. Bach angestellten Versuche sprechen für 
die erste Annahme, die auch den weiteren Ausfuhrungen zugrunde gelegt ist. 
Der Betrachtung des vorliegenden BelaatungafaJleB sei ein, aus dem 
gebogenen Körper herausgeschnittenes, in Fig. 61 zur Darstellung ge- 
brachtes Körperelement vorgelegt, das von den beiden unendlich nahe 
gelegenen Querschnitten f^ und f begrenzt wird. 

um eine bessere Übersicht zu erhalten, seien im folgenden die Form- 
änderungen angegeben, wie sie sich unter den einzelnen Krafteiii Wirkungen 
herausbilden. 

a) Die Normalkraft N beanspruche den Qtierschniü allein. 
Auf die Schnittflächen f,, und f der beiden in Fig. 61a und b dar- 
gestellten Körperelemente wirke die Normalkraft N gleichmäßig verteilt 



..oo^Ie 
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ein, so daß auf jede Flächeneinheit die konstante Zugspannung a^ 
kommt. 

Während sich die zwischen den Querschnitten fg und f befindlichen 
gleichlangen Fasem des in Flg. 61a dargestellten geraden Körperelementes 
nach der im § 3 der Einführung genanuten Gleichung 

X^el bezw, e^ao 
um gleichviel ausdehnen, sind die Verlängerungen der gleichgelegenen 
Fasern im gebogenen Körperelemente Fig. 61 b, den verschiedenartigen 
Faserlängen entsprechend, verschieden. Es besteht nun aber nach dem 
vorstehenden Gesetze Proportionalität zwischen den Faserabständen i; und 
den LäDgenänderuDgen X, 



wodurch bestätigt ist, daß 
der ursprüngliche Krüm- 

mungsmittelpunkt M 
auch während der Form- 
änderung seine Lage be- 
hält. Der Krümmungs- 
halbmesser Q ist dann 
aber koDstant. 

Da das Körperele- 
ment, bez(^;en auf die 
Mittellinie, eym metrisch 
ist, gen^t es, mit dem i 
rechnen. 






|g...Li«..Äpfc-» 
ifi_älja. 



Fig. 61. 
Figur an gedeutete D 



halben Elemente z 



Die auf den Querschnitt f einwirkende Zugspannung Oi betrt^ mit 
bezug auf Fig. Gl 

N 



ffi = 



f 



. 60 



Der auf der neutralen Achse liegende Bogen BB, hat die Länge 

BBj ;=parcy, 

der im Abstände ij gelegene Bogen CCj hat dagegen eine Länge 

CC, ^ (p -j- 1;) arc qp. 

Die zugehörigen Verlängerungen ^^j und l^,,) betragen dann 

^- 'S 1 

^»)=«(i)l{i) ^otr'.BBi = o -^ . (I arc y I 

und > . , 61 

^•H») = ^m^m = ßff, . CCi = a j ■ (ß -}- ij) arc y. 

h) Das Biegungsmoment Mi beanspruche den Querschnitt allein. 
Betrachtet man wieder das halbe Körperelement, so zeigt Fig. 62, 
daß unter der Bi^ungseinwirkung der ursprüngliche Krümmungsmittel- 
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punkt M in die neue Lage Mj fibergeht. Damit geht aber der anfäng- 
liche Krümmungshalbmesser fj in den neuen Halbmeaser ^ über. 

Bei dieser Veränderung verschiebt eich aber aucli die neutrale Achse 
BB^ des Eörperelementes in die neue Lage E£j, in der also die darin 
! liegende Faserschicht keine Dehnung 

und Spannung erleidet 

Bestimmt man nun zunächst 
die Dehnungen S(},) und e^b) der 
Fasern BBj und CC^, so folgt nach 
der im § 3 der Einführung ange- 
gebenen Gleichung 

X^el, worin s = aa darstellt^ 
mit bezug auf Fig. 62, 

1. für die Mittelfaser BB,: 

h BBi fl^'^9 
woraus 
^Bg = $(b) • <» arc 9) folgt; 

2. für die im beliebigen Ab- 
^' ■ Stande 1} gelegene Faser CC,: 

;_ ^b) ;_ A^2 __ CiCe 

Da die im Funkte Bg zur Fläche A, Dj gezc^ne Parallele B^F 
den Bogen 0,0^ in die beiden Teile CjF und FC^ zerlegt, die als paral- 
lele Gegenseiten die Längen 

<^ = BiB2 
und 

FC,=i7arc(J 
haben, so erhält man die Dehnung £,,|b) zu 

_c7f + FC2 B^-l-iyarcJ 
*"*"" {9 +»!)««=*" (? + 'j)arcv 
__ eib)parcy + );arcd 

, arciJ * 



I der konstante Wert 
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arcd 
taeq> 



C^b) = 



gesetzt werden kann. 
Damit ist 

Erweitert man nun den Zähler noch mit -[- und — «(b)'?. so folgt 
die für eine beliebig gelegene Faser geltende Dehnung: 

_ 8.b)P + <jiy-|-e(b)j? — «(b)i; _ e.i,|(g + iy) + (w — e(b))j? 
*'«'"- ß + ^ - p+^ 
„ =,,,j4-(„_,^,,)_5_ 64 

Die zugehörige Spannung findet man dann aus dem oben genannten 
Hooke'schen Gesetz „e = aa" zu 

ff^,b) = -e^,b,-=-[e,b>+(w-P(b))^^J 65 

c) Die Normalkraft N und das Biegungsmomenl M^ wirken gleich- 
zeitig auf den Querschnitt ein. 
Bezeichnet man mit bezug auf Fig. 62 den Querschnitt eines von 
der ursprünglichen neutralen Achse um j] abstehenden Faserelement«e 
mit {^ in dem während der Biegung allein die Zug- bezw. Druckspan- 
nung a,) auftritt, imd der Zugkraft „Pt) = iriOt!" entsprechenden Wider- 
stand leistet, so t>e9tehen nach § 14 Abs. 1 und 2 der Einführung die 
Gleichge wichtebedin gungen 

1. bei nur Biegungsbeanspruchung: 

1. :fp^ = ^f,o^) = 0, 

2. 2}?^.t}= S(i^ ff ,(b)) . i; = Mb , 

3. 2i^.f} = 
und 4. 2f^=i, 

worin Tj alle zu beiden Seiten der neutralen Achse, d. h. zwichen e, und 
ej liegenden Werte anzunehmen hat. 

Multipliziert man nun die für die Biegung aufgestellte Gleichung 65 

%« = - [ecb) + («-«(b))^^J 
mit dem Querschnittselement f^^, so folgt 

fi ■ ö-!*) = - [«(b) -f- (w — e{b)) iqr;J ■ ^1- 

FQr alle Querschnittaelemente, d. h. für die ganze Flä^ibe f, erhält 
man den Ausdruck 
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2i,, . o„(b) = 



«(b) + (« 



■«(b))- 



oder mit bezug auf die vorgeuanote 1. Gldcbgewichtabe- 
dingung, 

= l[if„.f, + S(<.-.„)J-^.f,] 

solange ea sieb ledi^icb um Bi^;ungsbeaiisprucbniigeQ handelt uud der 
DebuuDgskoeffizient ce konstant ist 

2. Bei Normal- und Biegungsbeanspruchung. 
Kommt die Normaltraft „N = 2i^ai" mit zur Wirkung, so folgt mit 
bezug auf den Gleichgewichtszuatand, der zwischen den äußeren und den 
im Innern des Körpers wachgerufenen Kräften besteben muß, 

V 



N = 



falls nach v. Bach 



bezeichnet. 

Multipliziert man i 
tige Gleichung 66 



8(b,f + (w— 8(b))- 



^H^" 



80.)f + (w-«(l.>)(— ^*)J 
«(b) — (W — «(b)) ^ > ■ • 



I weiter die fOr das Querschnittselement f^ gül- 



.l[5^,+ ,„_.j,)_J_] 



mit f^ . tj, und summiert man die diesbezüglichen Werte für alle Elemente 
des Querschnittes f, so folgt: 

^f,j ff,(b) ■ 1? = i - [e(b) + (w " «(b)) — |:^] *»( ■ «;. 

oder mit bezug auf die unl^ a genannt« 2. Gleichgewichtsbedingung, 
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^ 13. Daa ZasiitDiiieDWirk«n veTsohiedeoBrüger NormalBpanaungen. 



"e+1 
n + v'i 



da mit Hinweis auf Gleichung 68 der Innenausdiucic 



C + 1 



beträgt. 



t + V " t + 1 

si>i !*-)f, = it,7— O.J— Lf, 

\' Q + ril " " s + 1 

0-s(-if)-ic' 



Ermittelt man nun aus Gleichung 69 den Klanimerwert 
<» — '(»= -jrrr- 



BO liefert er, in Gleichung 67 eingesetzt, den unter Gleichung 63 einge- 
führten Dehnungswert «o,), wie folgt: 

" — -[«« — (i» — •»))!], 
woraus man 



oder „ =^ + 'J^i = 'J N + ^ .... 72 

f ' fxj f \ ' ß / 

erhält 

Die unt«r Gleichung 63 eingefüllte konstante Größe u findet sich 

aus Gleichung 71 und 72 3 



, «Mb 






„=«(n + M. M5,\ ,3 

Fahrt man nuo nocli die Werte für «(b) und (ta — Cfb)) ^^ ^^n Gleichungen 
71 und 72 in die Gkicliung 65 ein, so ergibt sich die aus Zug; und 
Bie^ng zusammengeaetzte Spannung 
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In dieser allgemeinen Gleichung, die für entgegengeBetzte Vor- 
zeichen aucli für Druck und Biegung gültig ist, bedeutet 
f den tragenden Querschnitt, 
N die senkrecht zum Querschnitt wirkende BJaft, 
Mb das Biegungsmoment, 
Q den Krümm ungahalbmeBser, 

r/ äaen beliebigen Faserabstand von der neutralen Achw und 
z einen Wert, der von der Form des Querschnittes abhängt. 

d) Spezielle Spannungswerte. 

a) Ist keine Kormalkraft vorhanden, so schreibt sich die allgemeine 
Gleichung 74 in der Form 

Diese Gleichung liefert für die ursprüngliche neutrale Achse, d. h. für 
„)j = 0", eine Spannung 

-=w ■ ■ '^ 

die sonst beim geraden, nur auf Biegung beanspruchten Körper, den Wert 
NuU hat. 

Den Abstand tj für die neue Nullinie erhält man dadurch, daß in 
der oberen Gleichung der Wert ai^=0 gesetzt wird. 

b) Wird ein gebogener Körper durch eine im Krümmungsmittel- 
punkt angreifende Zugkraft P so auf Biegung beansprucht, daß die Kraft- 
richtung senkrecht zu dem in Rechnung zn ziehenden Querschnitte steht, 
wie es beispielsweise beim Lasthaken der Fall ist, wo das Bi^yngs- 
moment den Krümmungshalbmesser ^ zu vergrößern bezw. die Krümmung 
zu vermindern sucht, so schreibt sich die allgemeine .Gleichung 74 

f\ ' H • IQ Q + tll 

in der N = P und Mb = — P$ 

gesetzt wird, in der Form 
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76 



g 13. Das Zusammenwirken Terachiedeaartiger NormulspanaungeD, 

f \ e xj j + ij/ 
=_I..J_1 

=^ _■?_ 

" i?''e + '!') 

DieBe Gleichung liefert für die ursprüngliche neutrale Achse, d. h. 
für „i^ ^ 0", eine i^pannung 

Oi = 0. 
c) Betrachtet man den in Gleichung 70 eingeführten Summeniiusdruck 

der, mit ^ multipliziert^ den Wert 

i-^f^=sx$'f . 77 

liefert, etwas genauer, so nähert sich der Kenner des Bruches 

dem Werte 1, falls der Krümmungshalbmesser q immer größer und größer 
gemacht wird. Für q^oo erreicht der Nenner den Wert 1. 
In diesem Falle schreibt sich die Gleichung 77 zu 

^^',=^?'> = -2W=e '8 

wo & das im § 14 der Einführung eingeführt« Trägheitsmoment darst^t. 
Damit nimmt nun aber die Gleichung 77 die einfache Form 

= X9«f • 

an, aus der sich dann die GröJJe 

. = 4 7» 

ffH 

ergibt. 

Diese Gleichung besagt, dalS x von der Form des Querschnittes f 
abhängig ist. 

NB. Die Gleichung 79 kann man in vielen Fällen auch als Nähe- 
rungsgleichung benutzen, falls man das oben angegebene Verhältnis - bei 

einigermaßen großem Krümmungshalbmesser g^;enüber der Zahl 1 ver- 
nachlässigt 
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d) Führt man den letztgenannten Wert in die allgemeine Gleichung 74 

'\ « ^e e + il 

ein, Bo schreibt aicli diese als NälieruQgsgleicliung in der Form 






f + sf 


+ .^ 


14 


-7 + F 


+ ^- 


-1. 
1 + 



Wird nun der Krümmungshalbmesser ({ unendlich groß, wobei der 
gebogene Körper in den geraden übergeht, bo erhält man aus Gleichung 
80 die Fonn 



die mit der im § 13 aufgeführten Gleichung 41 übereinstimmt 

e) Angaben über die Hüfsgröße x. 
Der Wert x ist nach der Gleichung 68 

zu entwickeln, was allerdings am besten mit Hilfe der höheren Analysis 
geschehen kann. 

Eine elementare Entwickelung 

sei im folgenden für das Rechteck 

durchgeführt. 

1. Für den rechteckigen 

Querschnitt 

Man denke sich den ganzen 

Querschnitt f parallel zur Mittellinie 

in 3n gleichgroße Flachenelemeate 

zerlegt, wobei jedesElementdenlnhalt 

f, = b.J=b. — =2-„- 
hat 

a) Betrachtet mau zunächst die oberhalb der Mittellinie liegende, 
positive Hälfte des Rechteckes, die nach deui Gesagten in n gleiche Flächen- 
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g 13. Dan ZasBDilueu wirken verach jeden artiger NormalBpannui^en. 91 

demente zerlegt gedacht ist, so kann man beispielsweise das im Abstände 
j; angegebene unendlich kleine Beckteck, als das y** Element ansehen, 
für das dann der Abstand 

beträgt 

Mit dieser Bezeichnimg schreibt sich der unter der Summe stehende 
Ausdruck in folgender Weise: 

? f _ <? + g — g f _ (»? + ») — g f 

\ ? + >?/ ^ ^ ^(» + '7 

Die über die ganze obere Hälfte reichende Summe hat dann den Wert 






, ■ = 


2n 


-^-^ 


e+1 






bh 
2 


bb 
2n 


2 * 






«+J; 


h 
3n 




2 


bi 
211 


., 1 






' + I 






bh 
3 


bh 
2n 


V 1 






'+;• 


Z' 


worin n 


_ h 


bedeutet. 





Dividiert man den unter dem Summen zeichen stehenden Quotienten 
aus, so erhält man 

:i:^'-'?-¥-^-[.-6")+(^r-(^r+-i 

Setzt man in den Summengliedem für y die Werte 0, 1, 2, 3 . . , n 
ein, so folgt weiter 
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_h 

b) In gleicher Weiae entwickelt sich der Snmmenausdruck auf der 
unterhalb der Mittellinie liegenden negativen Hälfte des Rechteckes, worin 
die i^-Werte negativ sind, zu 

c) die ganze Summe beträgt dann 

1) Die SömmeDglieder bilden folgende aritbrnetieclie Reihen 1., 2., 8 

Ordnung, in denen am Schluß n^oo gesetzt werden kann: 

i^l=i(H- 1 + 1 + 1 + )=^.n = l, 

i^?m = " (0 + 1 + 2 + 8 + 4 + + n) 

m n(n — I) m n.n 1 

" ~ n* ' ~ T2~ ~ ^ ■ "T ~ 2 ""' 

^j(jmy=^(0+l' + 2' + S' + 4' + + n«) 

_m^ n(n + l)(2n + l ) 
n» ■ 1-2.3 



^2 gm) =^_{0 + l. + 2» + 3'+4' + + n>) 

_m^ n'(n + l)' 
" ~ n* ' 4 

m' n'.n' 1 , 

) weit«. 
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g 14. Das Zusammenwirken vericbiedenartig«r Schubspannungen. 
Damit erhält man nun die gesuchte Hüfsgrdße 



+■•■ 



t f+. 


' 




— ^1-- 


im+m 


+\ 


-H^r+s 


(^j+H^)"+-- 


2. Für die Quersch 


aitta vom Kreii 


und 


Ell 


ipse. 




Bezeichnet wieder 


h die Höhe des 


Qüer- 


Schnittes, so erhält man 






'=l{rj +i{jil' 


^m'+-'- 


...82 



Fig. I 



3. Für den gleichBchenkligen, trapez- 
förmigen Querschnitt. 
Mit bezug auf Fig. 64 erhält man 

logn8t^^-(b,-bJ.88 

Diese Gleichung ist auch für den gleichsehen kligen Dreieckequer- 

2 
schnitt zu benutzen, indem bj ^ und e^ = - h zu achreiben ist. 



2. Gruppe. 

§ 14. Das Znsammenwirkeii verschiedenartiger 
Schnbspannimgen . 

Wird ein Körper durch äul^re Kräfte so beansprucht, daß die 
einzelnen .Querschnittselement« nur Terschiedenartigen Schubspannungen aus- 
gesetzt sind, so kann man diese Spannungen in der im § 1 unter Abs. I 
und 2 für Normal Spannungen angegebenen Weise zu einer resultierenden 
(Spannung vereinigen. Hierbei sind natürlich auch nur die Elemente 
heranzuziehen, in denen die größten Spannungen auftreten. 

Eine besondere praktische Bedeutung hat allerdings die vorliegende 
Belastungsgruppe nicht. Es soll hier deshalb auch nur ein Belaatungsfall 
aufgeführt werden, der in der Praxis häufig Anwendung findet. 
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Schab and Drehang. 

Da nach g 26 der Einführung und § 12 des vorliegenden Werkes 
beide Beanspruchungen in den "am Umfange liegenden Querschnittselementen 
TangentialspannuDgen hervorrufen, wie sie beiapielsweiae die daselbst auf- 
geführten Figuren 152 und 37 erkennen lassen, so hat man nur nötig, 
die iu dem am meisten angestrengten Elemente auftretenden Bpannungen 
zu summieren. 

Wird nach § 12 der Einführung die Schubspannung nieder mit kg, 
die Torsion SBpannung nach § 26 der Einführung mit kt bezeichnet, so 
erhält man die zusammengesetzte Spannung 

fl, = k, + kt, 84 

worin nach den Gleichungen der Einführung, 

p 
nämlich nach Gleichung 40, k, ^ j, 

und „ „ 146 bezw. 151, k* = ^ = -^ 

Wp ft> W 
a 
betragt. Hierbei bedeutet W = 

Standsmomente des jeweiligen Querschnittes. 

NB. Sind die Schub- und Torsion sapannungen anes Materials ver- 
schieden groß, so kann man das 2. Glied der Gleichung 60 noch mit 
einem KoTrektionskoefftzienten Cg multiplizieren, dessen Wert sich aus 
dem Verhältnis 

kg zul. Scbubspannung „_ 

kt zul. Torsionsspannung 
er^bt. 

Hat der Zähler einen kleineren Wert als der Nenner, so rechnet 
man <Zo^=l (vergL § 13 a, l). 

1. Der Kreisquerschnitt. 

Die aus Fig. 65 ersichtliche Schubkraft P 
liefert nach § 12 Abs. c, 2 eine im Querschnitts- 
element A auftretende größte Schubspannung 

k--— — -— — — — 
""■ 3' f ~3'd%~ 3 'd'Ti 

4 

Das den Querschnitt i>ean spruchende Drehmoment 

Mt ruft nach Gleichung 146 der Einführung eine 
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§ 14. Das ZasammeDvirken verschieden artiger SchubspanaaDgeu. 






_M^_16 Mt 



hervor, die in allen Elementen des Umfnngea gleich groß ist 

Die im Punkte A auftretende Oeaamtspannung beträgt dann 



16 



P ,16 Mt 



'T'd«?i 
16 /P 



8. Der KrelsringquersclmiU von geringer Wandstfirhe. 

Für den Umf an gepaukt A der Fig. 66 erhält man nach § 12 
c, a eine Schubapannung . 

p T> 




M. 



Df 



Das QuerHcfaschniUselätnent A nird somit von einer zusammi 
Spannung 

(r, = k. + k, 

-2^4-3^ 
..-27 + 35} 



.=i(r + 



MA 



beansprucht 
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96 V. Abschnitt. 

3. Der rechteckige Queischnitt. 

Nach § 12 Abs. a und c, 1 ergibt sich für die in Fig 67 ange- 
gebene Schubkraft P die bei A auftretende gr5ßt« Schubspannung 
3 P_3 P^ 
'~2' f ~2'bh' 
zu der nach § 26 der EinführuDg, Gleichung 161, eine vom Drehmoment 
Mt herrühreiide Torsion sspannung 

M. Mt 6Mt , , 4 

k(^ — iii^ — rT's = ' - . ■ . 1 wonn w^^ ist 
W.W hb» (jhb* 3 







6M, 9 M, 












hinzutritt, so daß im Querschnittselement 


A ei 


ne Ge- 






samtepannung von 








rig. 


67. 


Oi = k. + ]i. 

8P ^ 9M, 
" 2bb ' 2b'h 

-J-U + ^A 






. 88 










vorhanden 
darBttUt. 


ist, 




vorliegenden 


Querschnittes 



3. Gruppe. 

g 15. DasZnsammen wirken verschiedenartiger Norm al- 
nnd Schnbspannnngen. 

Eine für die Praxis besonders wichtige Behiatungsgruppe bildet die 
vorliegende. Auch hier kann man die Spannungen, wie g 1 Abs. 3 zeigt, 
nach dem Parallelogramm der Kräfte zu einer idealen, resultierenden 
Spannung vereinigen, nie es im § 1 Abs. 4 die Gleichung 1 zeigt, deren 
vollständige Entwicklung im § 4 in der allgemeinen Gleichung 14 bezw. 
1 7 geschehen Ist, die die grundlegende Gleichung für die vorliegende Gruppe 
darstellt. 

Wie bereits in der Einleitung gesagt, haben nur die nachbenannten 
Belas tun gs fälle praktische Bedeutung 

1. Zug oder Druck mit Suhub. 

Wird die Normalspannung kurzweg mit k, die Schubspannung mit 
kg bezeichnet, so schreibt sich die dem vorliegenden Belastungsfall zu- 
grunde zu legende allgemeine Gleichung 17 
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g 15. Dhb ZuBammen wirken verschieden artiger Normal- u. SchubspumuDgen. 97 

"'='^''±"ä'y^*(«^t-^ ■ ■ ■ 89 

worin Og nach Gleichung 16 zu wählen i«t. Für m sind die in Gleichung 

15 genannten Erfahrungswerte — bezw. 4 zu benutzen. 

Die gleichmäßig über den ganzen Querschnitt dea belasteten Körpers 
verteilte Zug- oder Druckspannung k ergibt sich nach § 2 der Ein- 
führung zu 

-?. 

die gleichzeitig den Körper beanspruchende Schubepannung b, er- 
mittelt sich mit Hilfe der Im § 12 Abs. b aufgeführten allgemeinen 
Gleichung 40 

_1_ P M,t 

deren größter Wert maßgebend ist. 

Im § 12 Abs. c sind die größten Schubspannungen für den recht- 
eckigen, kreis- oder kreisringförmigen Querschnitt augegeben. 

2. Zug: «der Druck mit Torsion. 

») Ergeben die auf einen atabförmigen Körper von außen her ein- 
wirkenden Kräfte für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in die 
Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P und ein Kräftepaar vom 
Momente Mt, dessen Ebene die Stabacbse senkrecht schneidet, so wird der 
Querschnitt von überall gleichen Zugspannungen 

und von Schub- oder Tange ntialspannungen beansprucht, deren Werte 
nach § 26 der Einführung von innen nach außen hin zunehmen. 

Die größte Anstrengung des Materials tritt also an der Querschnitts- 
stelle auf, an der die Ta iigen tialspannung k^ nach Gleichung I4ti 
bezw. 151 der Einführung den größten Wert 
Mt _ Mt 

erreicht. Für diese Stelle beträgt somit die zusammengesetzte Spannung 
nach Gleichung 17 

ffiW,^'\'^k«±-^-v'V"-f 4(aVktl^ ... 90 

worin Oo und m wieder die aus den Gleichungen 16 und 15 zu ersehenden 
Werte darstellen. 
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b) Wird der QuerachDiU eines stabföimigen Körpers durch eine sich 
ans den äußeren Kräften ergebenden und mit der Stabachse zusammen- 
foUenden Druckkraft P bei gleichzeitiger Einwirkung eines Kififtepaares 
bezv. Momeutea Mt beansprucht, so eiMlt man unter Beachtung der Druck- 
spannung — kd nach Gleichung 17 di« ideale Spannung 

'W = - '^ kd ± 5^ V ka" + 4 (o.k.)'. ... »1 

Hat in dieser Gleichung das zwdte Glied einen größeren Wert aU das 
erste, so kann bei manchen Materialien, deren Zugspannungen bedeutend 
geringer als die Druckspannungen sind, das obere, auf eine Zugspannung 
hinveieende Vorzeichen bestimmend sein, was besonders zu beachten ist. 
Bei diesem Belastungsfall ist angenommen, daß Knickung nicht in 
Frt^ kommt 

3. Biegung mit Schub. 
BeOacbtet man den Querschnitt eines auf Biegung und Schub be- 
anspruchten Körpers, so werden die einzelnen Querschnittselemente mit 
Normal- und Schubspannungen angestrengt, deren erstere von der neutralen 
FaserschJcbt aus nach außen zunehmen (vei^l. die Fig. 48 und 88 im 
§ 14 und 20 der Einführung), letztere dagegen — wie Fig. 37 im § 12 
des vorliegenden Werkes zeigt — ihren größten Wert in der neutralen 
Faserschicht erreichen. Was die im § 12 behandelten Scbubspannungen 
betrifft, beziehen sich diese nur auf den Normalfall eines der Biegung 
unterworfenen Körpers, bei dem die Kraftebene des biegenden Momentes 
die Symmetrieachse des. Querschnittes darstellt. Mit dieser Voraussetzung 
ist nun auch im vorliegenden Belastungefalle zu rechnen, womit sich nat^ 
§ 12 Gleichung 4U mit bezug auf Fig. 38 die Bchubspannung k. zu 

k. = — .-.^ 

bestimmen läßt 

Die Normalspannung k), erhält man mit Hilfe der im § 14 
der Einführung genannten Gleichung 68 zu 
Mb Mb 

Führt man die beiden Spann ungs werte in die allgemdne Gldchung 17 

»,-=!^k.±^yt7+4(H7Jji »i 

ein, so läßt sich damit der größte zusammengesetzt« Spannungswa*!, als 
auch die Lage bezw. der von der neutralen Faserschicfat aus gemessene 
Abstand ?} der am meist beanspruchten Querschnitteelemente feststellen. 
Das negative Vorzeichen hat hierbei keine Bedeutung. 
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Für die Eoeffizieoten m und «o gelten wieder die Gleichungen 15 
und 16. 

Im folgenden seien ^nige Ermittelungen durchgefüiirt 

a) Der leanspruchie Querschnitt sei ein Kreis. 
Der Betrachtung sei ein in Fig. 68 dargestellter Stirnzapfen zu- 
grunde gel«^ dessen Druck P in den Querschnitten Biegungs- und Schub- 
spannungen hervorruft. 



Führt man nach Gleichung 16 für m den Wert 
sich die Gleichung 93. 

ffi = 0,3& kb + 0,65 v'kb»4-4(aok,)*. 
Hierin ist mit bezug auf f^g. 40 bezw. 68 



ein, so schreibt 




Fig. 68. 
und nach § 12 Abs. g, 2 

, 1 P Mrt 4 P 

k. = =» . -;:- =: - . -^ COS 

' eoso X 3 f 
Diese Wert« oben eingesetzt, gibt 



„, = 0,36 S»"" + 0«l/(ia,„„)'+4(a..i.^co.»)' 
»=i[J[o,36siiio + 0,65"|/«n'o+(o.?.fooso)'] . . . «S 



Wird nun noch das in Gleichung 16 mit 
°" m+^^_ 1,31, 
genannte Anstrengungs Verhältnis =s 1 gesetzt, womit 
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kb=l,3ka oder k, = — kb = 0,77 kb 

beträgt, und ersetzt man in der Gleichung 93 den vor der Klammer 
stehenden Ausdruck, der die BieguagsspannuDg darstellt, durch kh, so er- 
hält man eine z. B. für Schmiedeeisen und Stahl gültige Oleichung 

(;i = kb p,358ina + 0,65l/sin!'a--|- /^.pcosaj . . .94 

mit der man für verachtedene Verhältnisee j- sehr bequem die von der 

Größe des Winkels a abhängigen zusammengesetzten Spannungen finden 
und zu Spannungsdiagrammen — wie ein solches Fig. 68 zeigt — ver- 
einigen kann. 

Für die obere Hälfte des Querschnittes, in der sich die gleichgerich- 
teten Schub- und Biegungespannungen addieren, sind im folgenden für 

einige Verhältnisse — die zusammengesetzten Spannungen der Winkel von 

0", 15", 30", 46'*, 60", 75" und 90" mit Hilfe der Gleichung 94 be- 
stimmt und zusammengestellt, woraus zu erkennen ist, daß für 
ffi ^ kb und a = 0" i 

ein Verhältnis [ d4a 

1, =0,43r = 0,215d ' 
hesteht, das einen &renzwert insofern darstellt, als nach dessen Über- 
schreitung die Biegungsfestigkeit, nach Unterschreitung dagegen die Schub- 
festigkeit überwiegt. 

Im ersteren Falle genügt es daher nur mit der im § 14,1 der Ein- 
fuhrung aufgeetellten Biegungsgleichung zu rechnen, während im letzteren 
Falle die im § 12 Abs, c, 2 aufgeführte Gleichung zu benutzen ist 
1. Für l,=r = 0,5d. 
a = 0" I 15" 30" I 45" i 600 i 750 ; 900 

ffi = 0,43kb j 0,54kb | 0,67 kt | 0,80k|, | 0,91 kb | 0,98 kb 1 l,00kb 
2. Für li = 0,5 r = 0,25 d. 
a = 0" I 15" [ 30" : 45" I 60" I 76 " j 90" 
ffi = 0,87kb I 0,94kb | 0,98kb : 1,01 kb j l.Olkb.i l.OOkt I l.OOkj, 

3.Fü,l. = J = l 



= 0'" 


16« 


30» 


46» 1 60" 


76» 


90" 


o, = l,.TOk» 


1,36 k, 


1,36 kl 


1 1,28 kb 1 1,16 kb 


1,05 kl 


1,00 kb 




4 


Für 1, 


= 0,43r = ü,215d. 






11 = 0' 


16 " 


30" 


45" ! 60" 


76» 


90" 


Oi = l,00kb 


1,07 kb 


1,10 kl 


: 1,09 kb ! 1,06 kl 


1,02 kl 


1,00 kl 
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h) Der beanspruchte Qtierschnitt sei ein üechteck. 
Geht RiaQ von der allgemeinen (üleicbung 92 aus, in der man nach 
Gleichung 15 den Wert m^— einführt, so hat man auch hier wieder 

Ol = 0,36 Itb + 0.65 VV~+4 (ö^k^ 
zu grande zu legen. 

Für die Biegunge- und Schubspannung kt, und k, sind mit 
bezug auf g 14 der Einführung und § 12 Abs. c, 1 zu setzen: 
Pli 12PIi 

■ ©"'^-bhS'' " "' 






.k-3 ■'? 



-V') 



wobei zu beachten ist, daß sich diese Spannungen auf Querschnittseleniente 
beziehen, die von der neutralen Äuhse den Abstand ri haben. 



r^ 


Y 






T 














spsii 




J 










-*^<- 


•- 


t— 


t 



Führt man diese Werte oben ein, ao folgt 

„„.12P1, , „„.l//'12Pli V^i r/ «PI«' — 'J*)\ 



ISPIi 

' bh" 



0,35 1?-l- 



0,86 y V 



I, 



Wird nun, wie vorher beim Kreisquerechnitt, das Anstrengungsver- 
hältnie Og ^ 1 und 

6P^ 
bh' ' 



bh' W ' 



gesetzt, so erhält man 

o, - k, . ^ [o,36 , + 0,66 y,' + (--^) '] • . ■ . »6 

1. Diese Gleichung liefert für »; = 0, d. h, für die neutrale Achse, 
den Spannungsvrert 
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= k, 
2.0,65 

0,65 h 



[o + 0,65yo + (!^)'] 



kb = 0,325 pkb, 



. 96a 



noraua für 

das Verhältnis 1^ = 0,325 h ( 

folgt, das wiederum einen Gienzwert inaofern darstellt, als bei dessen 
Überschreitung die Biegungsspannung uberwi^, bei Unterscbreitung da- 
g^;en die SchubapaDiiung maßgebend ist. 

Im ereteren Falle genügt es demnach, nur mit dem Maximalwerte 
der Biegungsfestigkeit nach § 14, 1 der Einführung, im letst^^n Falle da- 
gegen nur mit dem größten Werte der 8chubfe§tigkeit nach § 12 Abs. 
c, 1 zu rechnen. 

2. Für die obere Hälfte des in Fig. 69 angegebenen Querschnittes 
erhält man mit HiUe der Gleichung 96 die von den Abständen rj und \ 
abhängigen Spannungen Oi 

für 1, =0,325 h. 

,=0 I ^ I 1. I |. I in 

Oi = 1,00 kb| 1,04 kb I 0,99 kb j 0,91 k,, | 1,00 kb- 
Diese Werte sind in Fig. 69 zu einem Spanouogsdiagramm ver- 
einigt, aus dem zu erkennen ist, daß der maximale Spaunungswert oi die 
Biegungaspannung nur am 4 "/•> übersteigt, was aber bei der Yersdiieden- 
heit bezw. Unsicherheit der Materialspannungen ohne Bedeutung ist. Es 
genügt also auch hier, nur gegen Biegung zu rechnen. 

4. Biegung mit Torsion. 

Wird ein Körper von einer oder mehreren Kräften so angegriffen, 
daß die einzelnen Querschnitte desselbeo auf Biegung und Drehung gleich- 
zeidg beansprucht werden, die Ebene des resultierenden Biegungsmomentes 
mit der Achse des Körpers zusammen:ßllt, besw. die einzelnen Qucdrschnitte 
senkrecht schneidet, die Ebene des Torsionsmomentes aber mit den Quer- 
schnitten gleich gerichtet ist, so vereinigen sich in den einzelnen Qoerschnitts- 
elementea Biegungs- und Drebspannungen, deren erstere nach § 14 der Eiu- 
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fufarung bezw. § 8, letztere dagegen nach § 26 der Einführung zu be- 
stimmen und in die zusamniengesetaite Spann ungagleichung 17 



2n 



-U± 



"+1 



^/W + Ha^k^)' 




d. Hierbei ist zu lieachten, daß die Span nungs werte für 
denjenigen Querschnitt und für dasjenige Querschnittselement zu benutzen 
sind, für welche die Gleichung 17 das 
Maximum erreicht. Es kommt deshalb 
auch hier nur das -|- Zeichen in Frage. 

Da die Lage der in Frage kommen- 
den Querschnittselemente bei den einzelnen 
Querschnittsformen verschieden sind, kann 
auch die Ermittlung der größten Span- 
nung nur von Fall zu Fall geschehen. 

Im folgenden sind die Spannungen 
einiger Querschnitte angegeben, von denen der Kreis- und KreisHngquer- 
Bchnitt für die Praxis die wichtigsten sind. 

aj Der Kreisquerscknilt 

Bei dem Kreisquerschnitt in Fig. 71 erreichten die Biegungsspan- 
nungen kb, als auch die Torsion sspan nun gen kg in den am Umfange ge- 
legenen Elementen ihre größten Werte. 

Nach § 14 Gleichung 68 der Einführung und § 16, 3 daselbst 
beträgt die größte Biegungsspannung 



Kg. 70. 



Mb 



Mk 



Die größte Torsionsspannung k^ ergibt 
sich aus g 26 Abs. 3 der Einführung, Gleichung 146 
mit bezug auf § 16, 3 daselbst zu 

_Mt_ Mt _16 Mt 



k, = kt: 



Fig. 71. 
10 

Führt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 17 ein, s 
ergibt sich unter Berücksichtigung der Gleichung 16, nach der m;=-; 
gesetzt werden kann, 

<7i = 0,35 kb + 0,65 l/k7+lK«A^ 

„ = |?^(0,36 M, + 0.65 VMb' + (o. M,)') 
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öl = =^(<*'36 Mb + 0,65 i/Mb" + (ttoMt)*), 

W.o, = 0,35Mb + 0,66V'Mb* + (aoMt)*, 
worin der Ausdruck 

Wfli = Mbi, 
das so^nannte ideelle biegende Moment darstellt 

Bamit erhält die letzte Gleichung die Form 

Mbi = 0,35Mb + 0,65l/M7"-f(äoMt)* »8 

Der Wert «(, bedeutet wieder das in Gleichung 16 genannte An- 
strengunga Verhältnis. Wird dasselbe wieder a^ := 1 gesetzt, waa (ür Schmiede- 
eisen und Stahl zutrifft, so erhält man 

Mbi=iO,35Mb + Ü,65V'Mh* + Mt* 99 

NB. Als Ersatz der letzten Gleichung hat Ponceiet für den 
praktischen Gebrauch folgende zwei, etwas bequemere Näherungsgleichungea 
gebildet, deren Resultate keine großen Abweichungen von Gleichuug 99 
aufweisen, so daß sie ganz gut brauchbar sind. 

Die Näherung erstreckt sich auf das Wurzelglied, das für 

1. Mb>Mt: yMb^-f Mt»r^O,96Mb+0,4Mt. 

2. Mb<Mt: yMi,*4-Mt*~0,4Mb + 0,96Mt 
gesetzt wird. 

Diese Werte in Gleichung 99 bezw. in Gleichung 15 eingeführt, 
gibt für m ^ 4 

1. für Mb > Mt : Mbi ^ ^ M^ -)- ^ (0,96 Mb + 0,4 Mt 

„ =0,975 Mb + 0,25 Mb 

2. für Mb < Mt : Mbi = ^ M^ + ^ (0,4 Mb + 0,96 M^ 

„ =0,626 Mb -j- 0,6 Mf 
b) Der Kreisringquerscknitt. 
Da dieser Querschnitt symmetrisch in bezug auf die beiden Haupt- 
achsen ist, so ist nach § 15, 4 der Einfuhrung das polare Widerstands- 
nioment gleich dem doppelten äijuatorialen Widerstandsmoment, also 
Wp = 2 W. 
Geht man wieder von der vereinfachten Gleichung 17 
ffi = 0,35 kb + 0,65 y V + 4(aakJ» 
aus und setzt darin 
Mw 



100 
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nach g 14,1 der Einführung aher kg 



W 
k, = ki = 



M, 

"zw 



hetragt, so folgt 



^=o,3.^+„,e.|/(|)'+.(„.^)' 

woraus sich wieder die bereite beim KreisquerachDitt 
erhaltene Gleichung 98 

Mw — 0,35 Mb + 0,65 j/Mb« + {oa Mt)* 
ergibt. 

Für Schmiedaeiaen und Stahl iat wieder ao^=l 
und kann deshalb vernachlässigt werden. 

NB. Auch hier gelten die Näherungsglei- 
100. 




c) Der elUpfiscke Querschnitt. 

1. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die kleine 

Achse. 

In den Endpunkten der kleinen Achse fallen die Spannungamaxima 
der Bi^ung mit denen der Drehung zusammen. Die größte Biegungs- 
spannung beträgt nach § 14 der Einführung mit bezug auf § 16, 4 

daselbst 

Mb r- 9- 

■ Dd^' , 5rr 



Mb Mb 3 



Die größte Torsionsspannung er- 
^bt eich nach § 26 Abs. 3, Gleichung 161 
der Einführung zu 

k — k — ^t Mt 16 Mt 

'" '~w.W~Dd*rt ~ V'Dd« 

Führt man diese Werte in die verein- 
fadite Gleichung 17 ein, so folgt 

ff, = 0,36 kb + 0,66 l/kb* + 4(^ö^' 



»^ 



Fig. 73. 
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V. AbschDin. 



.4(0.3öMb + 0,65VMb» + (a,Mt)»), 



101 



Mw = 0,35 Mh 4. 0,65 1^ Mb» + {a^ Mt)«. 
Dieae Gleichung stimmt mit der Kreisgleichung 98 voUatändlg überein. 
Der Wert Oo bedeutet wieder das AnstrengungaverhältDia, das für 
Schmiedeeisen und Stahl gleich 1 ist. 

2. Die Ebene des Biegungamomentea geht durch die große 
Achse, 
Während im vorstehenden Abschnitt a die größten Biegungs- und 
Schubspannungen im Umfangspunkt« der kleinen Achse zusammenfielen, 
trifft dieses in Fig. 74 nicht mehr zu. Hier werden nach § 14 Abs. 1 
der Einführung die äußersten Punkt« der großen Achse am meisten auf 
Biegung beansprucht, die größte, durch die Drehung veranlaßte Schub- 
spannung dagegen tritt nach § 26 Abs. 3, b der Einfährung am Umfangs- 
punkte der kleinen Achse auf, eo daß zunädist 
die Lage des ebenfalls auf dem EUipsenumfong 
gelegenen Punktes A zu ermitteln ist, in dem sich 
dann die einzelnen Spannungawerte zu einer größten, 
idealen Spannung vereinigen. 

Für den im Abstände tj von der Nullinie 
aus gelegenen Punkt A beträgt nach § 14, 1 der 
Einfuhrung die Biegungsspannung 
. Mb Mb 

Fig. 74. -^ 

Für denselben Punkt ergibt sich die Torsionsspannung kt mit 
Hilfe der im g 36 Abs. 3, b der Einführung angegebenen Gleichung 161 zn 
Mt.e_ Mt 



V — k.= -- 



2 Mt-i/ _Rl 






so daß nach Gleichung 17, für ni = — , die zusammengesetzte Spannung 
den Wert erhält: 



= 0.35 kb + 0,65 l/kb* + 4(aok,)' 
= 0,36 



^^„'+«Y(k^')"+K«.|-^V- 
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„,=o,S5lM.,H-o,e5y (li,)- + (ij^»-(.-gy ,f 

Äua dieser OleichuDg Ut nun der von ij abhängige maximale Span- 
DUDgawert zu I>estimmen, was mit Hilfe höherer Rechnung direkt ge- 
schelieu kann. Indirekt bezn. elementar kommt man aber auch zum Ziele, 
wenn nach Gleichung 102 für verschiedene Abstände «/ die zugehörigen 
Spannungen berechnet und in einem Spannungsdiagramme vereinigt werden, 
aus dem dann eine zweckmäßige Übersicht gewonnen werden kann. 

NB. Geht die Ebene des Biegungsmomentes weder durch die kleine 
noch große Achse des elliptischen Querschnittes, so sind die Gleichungen 
der schiefen Belastung mit heranzuziehen. 

d) Der rechteckige Quersehnilt. 
1. Die Ebene des Biegungsmomentes läuft parallel zur 
kurzen Achse. 
Hier liegen die Span nun gsTerhältniBse genau so vor, wie im Ab- 
schnitte a des in Fig. 73 dargestellten ellipIJschen Querschnittes. Die 
größte, nach § 14, 1 der Einführung in ^=^1-«« 

den langen Rechteckseiten auftretenden 
Biegungsapanniingen fallen nach § 26 
Abs. 3, b der Einführung mit der größten 
ToTsionsspannung in der Mitt« der langen 
Seite zusammen. Nach Einführung § 14, 
1 und § 16, 1 beträgt die größte Bie- 
gungsspannung 

Mb Mi,_6Mh 

*•" W"b«h~b»h- „. ,^ 

— 

Die größte Torsionsspannung erhält man aus der im § 26 
Abs. 3, b der Einführung zu ersehenden Gleichung 151 

k _k._ M.= _ M. 

— ? }h 

Damit liefert die Gleichung 1 7 mit m = — einen zusammengesetzten 
Spannungswert von 

o, = 0,36 k, + 0,65 yki,"+4(a,k.)' 
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V. Abechnitt. 



., = o,S5f. + „,eay(t§)'+.(«.|^)' 
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2. Die Ebene 6es Biegungamomen tes läuft parallel zur 
langen Seite. 

Hier liegen die Spannungsverhält 
nisBe genau so, wie bei dem im Ab- 
schnitt b behandelten und in Fig. 74 
dat^8t«llt«n elliptischen Querschnitt, so 
daß die dortige VorgangsWeise auch hier 
zu beachten ist. 

Die Biegungs- und Torsionsspan- 
nungen sind deshalb wieder für be- 
liebige Abstände ij in die zuaammen- 
Fig_ 76_ gesetzte Gleichung 17 einzuführen, am 

damit festzustellen, für welchen Wert 
von ^ die größte, ideelle Spannung erhalten wird. 
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Anwendangen. 



Erste Aafgabengrnppe. 
Zu g 6 bis 8. Auf Terscfaieden gerichtete Schwerpunktaachsen 
bezogene TrSgheits- und Zentrifu^almomente ebener F18eben. 
Trftgheitsellipse. Schiefe Belastung. 
1. Aufgabe. Für eine aus un gleich acbenkligen Winkeleisen herge- 
stellte Dmckstange aind für die aus Fig. 77 ersichllicheii AbmeBsungen 
das größte und kleinste Trägheitsmoment anzugeben. 
Der Reihenfolge nach aind zu berechnen 

1. die Lage des Schwerpunktes S, 

2. die beiden Trägheitsmomente &i und 

0j bezogen auf die Achsen xy, r 

3. das Zentrifngal- oder Deviation smo- 
ment ^^y, 

4. der Neigungswinkel ce, der den ge' 
suchten Tr^heitamomenten 0| und 
%Ti zugehörenden Koordinatenachsen 
!>; entspricht und 

5. die Trägheitsmomente 0f und %^. 
Lösung. 

I. Die Abständen und vdesSchwer- j^^_ ^^ 

Punktes 8. 

Nach g 18, 1 der Einführung ist mit bezug auf Fig. 77 

_F.„. +F.u. _ "'l + "-^'^-i 
° " F aj + (b — il)d 

20.2|l + (ä6-2)2.? 

"^20.2 -{-(25—2)2 
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Ente Aufgabei^rappe. 
- ^00 + *8 _ 448 _ 



^.- F.vi + F. 



"^20.2 +(25—2)2 

- 40 + 46.13,5 _ 40 + 621 _ 661 



40 + 46 86 

„ = 7,66 (^ 7,7 cm . 

2. Die beiden Trägheitsmomente S, und Qj. 

Von den im § 18 der Einführung zur Berechnung der Trägheits- 
momente ang^benen 3 Regeln sei hier die zweite gewählt 
Damit erhalt man mit bezng auf Fig. 77 

©X = J [av» - {a - J) (V - ,J)« + d (b - v)»] 
„ =J[20.7,7» — (20-2)(7,7 — 2)* + 2(25 — 7,7)«] 
„ =^[9130,66 — 33S3,474 + 103ß&,434] 
„ = ^ . 16 162,62 = 5 384,2 cm* , 
0y = ^[^{«-«)' + l>u»-{b-d)(u-d)«] 
„ = ^ [2 (20 — 6,2)> + 26 . 6,2» — (26 — 2) (6,2 — 2)»] 
„ =^(6483,684 + 3615,2—763,664) 
„ =^.9245.12 = 3081,7 cm* . 

3. Das Zentrifugalmoment ^xj. 

Da der WiiikeleisenquerBchnitt aus zwei Rechteckflächen besteht, 
für die man beUpiekneise nach der im g 6 Abschnitt b, 1 entwickelten 
Gleichung die Zentrifugal momente feststellen kann, bat man nur nöti^ die 
gefundenen Werte zu summieren. 

Man erhält demnach für das in Fig. 78 a dargestellte Rechteck, das 
gleichzeitig den einen Schenkel des vorliegenden Winkeleisens bildet, den 
Wert 
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f 












* 
1 


■ 


t 


1 



Ti%heita- nnd Zentrifugalmoinente. 

A«i) = jl>(2y-b)(V-b,'), 

worin b = <J, 
b, = u 
und hj = a — u igt, 

^.r(.) = i<»(2v-d){u«-(a-u)>) 

„ = j . 2(2 . 7,7 — 2) {6,2» — 14,8») 

„ =^(7,7 — 1)(27,04— 219,04) 
„ = ~ 6,7 . 192 = — 1 286,4 cm*. 

Für daa in Flg. 78 b angegebene, 
den zweiten Schenkel bildende Recht- 
eck erhält man in entsprechender Weise 

^.,(8 = jbC2v-b)(h,«-h,'), »« '» 

worin b = (J, 
v = u, 

hj, = V — d 

und h, ^ b — V ist, 

4y(2) = J<J(2u-<J){{v-<J}«-(b-v)«} 

„ = J . 2 (2 . 6,2 — 2) {{7,7 — 2)* — (26 — 7,7)*} 




-^{5,2 — 1)(6,2*— 17,3») 



„ =4,2.(27,04 — 299,29) 
„ = — 4,2.272,25 
„ = — 1143,4 cm*. 
Das gesuchte Zentrifugal moment er^bt sich dann zu 

„ =—1286,4 — 1143,4 

„ = — 2429,8 cm* . 
4. Der Neigungswinkel a. 

Dieser Winkel berechnet sich mit Hilfe der Gleichung 24 zu 
2J„ 2 (—2429.8) 



fg2a = 



©,- 0," 



-5384,2 
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6. Die Trägheitsmomente @| und S^. 
Nach Gleichung 20 folgt 
©j =^ 0JJ coH* 0! -|- 0y sin* a — J^j s'n 2 « 

„ = 5 384,2 eo8» 32» 20' + 3 08 1,7 sin« 32" 2Ü — (— 2429,8}ain64''40 
„ = 5 384,2 . 0,845" + 3081,7 . 0,535» + 2429,8 . 0,904 
„ =3844,5 + 882,02-1-2196,6 
„ =6923,12 cm*. (Maximum) 

Nach Gleichung 21 beträgt 
0, = ©i sin* a + 0y cos* a + J^j sin 2 a 

== 6 384,2 Bin* 32» 20' + 3081,7 cos» 32" 20 + (— 2429,8) sin 640 40' 
= 6384,2. 0,535» + 3081,7. 0,846» — 2429,8.0,904 
= 1 641,1 + 2200,3 — 2 196,6 
= 3741,4 — 2196,6 
==1544,8 cm*. (Minimum) 

NB. An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, daß nach Gleichung 
22 die Summe der letzten beiden Trägheitsmomente gleich der Summe 
der beiden in Frage 2 angegebenen Trägheitsmomente sein muß. 
Diese Probe angestellt, liefert 

0f+0„=0j+0y 

6923,12 + 1544,8 = 5384,2 + 3081,7 
84 67,92 = (-o 8466,9. 
Die kleine Differenz erklärt sich aus den Abrundungen der einzelnen 
Resultate. 

2, Aufgabe. Ein Winkeleisenquerschnitt habe 
die beistehenden Abmessungen, 

Es sollen die Trägheitsmomente 0„ 0y und 
das Zentrifugalmoment ^^ für die Scbneracheen be- 
stimmt nerden, die mit den Schenkeln gleidige- 
richtet sind. 
Lösung. 

Ist der Schwerpunkt S seiner Lage nach nicht 
bekannt, so rechne man mit den in § 6 Abs. b, 4 
angegebeneu Gleichungen F, und Fg. 
Fig. 7S. Damit erhält man 

F, F»b* 
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Trlgheits- nnd ZeDlrifDgalmomeate. 




(b, — J)J.Jb,.b' 

b6.3.3.10d.{i,53f 
6d.d-\-3.lOd 



= (83,7&+67,6)J* ^161,2. 



©, = ©„ + ©„ + 



F.+ F, 



d(h,-df + h,ds + 



(b, — J)(>.Jhi.a° 
(b3-<))(I + rfbi 
1 /j.t^B 1 ,r^J,M\ I 6d..J.(».10(».(3.J)'' 



15 



l 



= (11.26 + 3Q)d* = 41.25 g*. 
' ~ F, + Fl 



_(h^_j)J.j^.ab 



_ 5d.J.J.10(J.3<>.4,6J 

5<J.<J+10<J.<I 
_50.3.4,5^_,,^ 



3. Aufgabe. Für den in Fig. 80 
skizzierten Z-elsen - Querschnitt aollen die 
Acbsenricbtungen der größten Widerstands- ^J 
fähigkeit aU aucb die beiden Hauptträgheits- 
momente berechnet werden. 

Zu bestimmen sind demnach 

1. die beiden Trägheitsmomente 0, 
und &j, 

2. das Zentiifugalmoment ^^j, 

3. der Winkel a als Richtungswinkel 
der größten Belastung und 

4. das größte und kleinste Träg- 
heitsmoment Ög und ©,j des Quer- 




Lösung. 

I. Die Trägheitsmomente Q^ und &y. 

Webuert, FeatigksltiUhra 11. 
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Da das Tri^heitatnoment eines Querschnittee nicht Ton der Lage 
der QuerBchnittBteile, sondern nur von den, von der neatnilen Achse ans 
gemeseenen Abeüaden derselben abhängl, so kann man sich, wie Fig. 8t 
zeigt, beiBpielsweise den oberen Flausdi nach rechts verl^t denken, womit 
dann ein Q-Querschnitt erhalten wird, dessen Trägheitsmoment S^ nach 
§^17, 4 der Einfährung 

„ =i{7.l6» — (7-0,85){16-~2.1,l)»} 

" =^(■'.»6' — 6,15.13,8») 

" =A(28672 — 161fi2,64) 

„ =^. 12509,36 = 1042,44 cm* 

beträgt. 

^ u Dbs TrägheiUmoment 6^ erhält man 

f~^^ iBigMgiM BKKiüaijLiaiaa ^"^ einfachsten durch Umwandlung des 

^^ ^^ ^^^^ vorliegenden Querschnittes in die aus 

— JM — X ....M K - J- Fig. 81c zu ersehende T-Form. 

H m M Eb ist nach § 16 Abs. 3b der Ein- 

t^ ^^ ml3 fühning, Formel 69 

'« * i 

Fig. 81. ö,=-ljc(b + b — (J)''-f(h-c)d4 

0t = ^{m(7 + 7-O,86)» + (16- 1,1)0,86«) 

„ =^(1,1.13,15» + 14,9.0,85'') 

„ =^.2601,33 + 9,15) 

„ =:^ (2 5 10,47) =209,21 cm*. 



2. Das Zentrif ugalmoment ^xy. 

Benutzt man die in § 6 Abs. b, 3 aufgeführte Formel 6, so folgt 
mit bezug auf Fig. 82 

.. = F, I, (- ,,) + F, . O + F, (- la)^,, 
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Tiügheits- Dod Zeiitrifugiilmom«Dte. 



wo 

und 

Damit erhält ir 


F, = F, = F, 
% = i;. = 1 "«■ 


„ =~2(b — djc 


(!^+l)ß-: 




„ = — 2.6,lB-l,l(3,075+0,426)(8-0,5&) 
„ = — 13,63.3,600.7,46 
„ = — 362,79 cm*. 

3. Der Keigungawinkel a. 
Nach § 6 Abs, a, Gleichung 24 er- 
gibt eich 

tg2a = -^^ 

_ _ 2 (- 352,79 ) _ 706,58 ^ 

1042,44 — 209,21 a33,'J3 ' ' 

20 = 40''lf>' 28" rsj 40''16', 
a = 20^. 
NB. Der Torliegende Querschnitt entspricht dem Normal-Profil 16, 
TCoffli in der Tabelle der Neigungswinkel a'=21''20' zu ^oden ist 

Die geringe Differenz zwischen dem Tabellenwert und dem vor- 
stehenden Rechnungswert erklart siuh aus den Äbrundungen der TH^beite- 
momente dj^, 0j und dem Zentrifugalmomente ^^r' ^^ ^idS hier die 
im Profileisen vorhandenen Äbrundungen und Hohlkehlen Ternachläüsigt. 

4. Die Trägheitsmomente 0f und ©,, derHauptachsen |i^. 
Der Maximalwert @| ergibt sich nach § 6 Abs. a, Gleichung 20 zu 

0j = 0j(!O8*a-(-0,8in»a - z/,jHin2a 

„ =1042,44 . cos» 20''8' + 209,21 . an» 20°8' + 352,79 . sia 40016' 

„ =1042,44 . 0,93889» 4- 209,21 . 0,34420» + 352,79 . 0,84634 

„ =918,92-1-24,786 + 228,026 

„ =1171,731 ^1172 cm*. 

Der Minimalwert Q^ beli^ nach Gleichung 21 
©^ ^ ©I sin»a -|- 0y cos» a -|- ^ly sin 2 a 

„ = 1042,44. sin»200ö' + 209,21 . cos»20»8' — 362,79 .8in40''16' 

„ = 1 042,44 . 0,34420» -}- 209,2 1 . 0,93 889* — 362,79 . 0,64 634 

„ =123,6-1-184,42 — 228,025 

„ =307,92 — 228,026 

„ = 79,896 rsj 80 cm*. 
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116 Ente Aufgabeograppe. 

NB. Auch hier erklären sich die für die Praxis bedeutungBlosen 
Abweichungen gegenüber den Tabellen werten aus dem vorher unter Frage 3 
auBgesprocheaen Bemerkungen. 

4. Aufgabe. Welche 
größte Mat^rialapannung (7 wird 
ein BUB Z-£isen hergeBtellter 
Freiträger von 1,2 m Länge 
haben, der in der Stegrichtung 
am freien Ende mit 500 kg 
belastet ist und die Quer^ 
Schnittsabmessungen der vor- 
hergehenden Aufgabe besitzt. 

Der Träger sei .an "seit- 
lichen Ausbiegungen nicht ge- 
hindert. 

Lösung: 

Nach § 8 Abs. b, Glei- 
chung 30 ei^ibt sich die bei 
A auftretende gröläte Material- 
spannung Oniai zu 




YsiniS 



eh + -i 



/ein, 






* sinj?; 



= C08(90- 
= «in(90- 



+ v=-oos(» + 



: sina = sin 2008' =0,344, 

cos20''8' = 0,938, 



,, —-(160.0,344 + 8,5.0,9 

„ =31,5 mm. 



= 73,6 mm,. 



-Jsina) 

38 — 8,5.0,344) 
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Trägheits- und ZeDtrifugalmomeate. 

©1=1172 cm*, 
&t, = 80 cm* 

M = P1 = 500. 120 = 60000 kgcm ist 
Mit dieseD Werten erhält man 







„ =60000(0,006877 + 0,013546) 
„ =60000.0,019422 
„ ^ 1 165.32 kg pro gem. 

5. Aufgabe. Welche Materialbeanspmchung erhält der in Fig. 84 
dargestellte Z-Eisen -Querschnitt an der Kante B. 

LÖBung: 

Die gesuchte Spannung erhält man 
ebenfalls nach Gleichung 30 zu 
„ (än(S cos(J \ 

in der die Abmeaaung eb, ihrer Lage ent- 
sprechend, mit negativem Wrzeichen ein- 
zufahren ist. Die Grleichiing schreibt sich 
dann mit den hier in Fig. 84 vorliegen- 
den Bezeichnungen 

8in,S = 0080 = 0,938, 
cos/J=8iDa = 0,344, 

©1=1172 cm* 

©,, = 80 cm*, 
M = PI = 60000 cmltg, 

„ =m -f wsina 

„ = m -[- (b — - — x) sin a 



= ^- + (70 — 4,25 — 80 . 0,3^) 0,344 
= 86,288 4- 36,39 . 0,344 - 
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Ente Auf^bengruppe. 

)/, = 85,288 + 12,62 
„ = 97,808 fNJ 97,8 mm 

„ ^wcoso-f-csina 
„=36,39.0,938+11.0,344 
„=34,134 + 3,784 
„ —37,918 ~ 37,9 mm ist. 
Diese Werte eiogesetzt, gibt die gesuchte Spannung 
/0,938 



= 60000 



-'^"■-) 



„ = 60000 (0,0078272 — 0,016297) 
„ = 60000(— 0,0084698) 
„ = — 508,188 = r^ — 508,2 kg/gcm. 
6. Aufgabe. Bei dem vorher behandelten Z-Eisen -Querschnitt soll 

1. die Lage der neutraleii Achse bestimmt und 

2. die Zentralellipse konstiuiert werden. 
Lösung: 

1. Die Lage der neutralen Achse. 

Nach der im § 8 Abs. a angeführten Gleichung 28 erhält man 
den Richtungswinkel «g der neutralen Achse NN zu 

£Af 1 172 

tgoo = ö%cotg(S = -g^ cotg 20-8' 

„ = ^~ . 2,7277 = 39,961, 
ag = 88° 34'. 
NB. Würde der Freitrfiger an seiner Befe- 
Btigungss teile so eingespannt oder gestützt werden, 
daß eine seitliche Ausbiegung infolge des Biegungs- 
momentes Mf nicht eintreten könnte so würde auch 
die neutrale Achse horizontal gerichtet sein, d. h. 
mit der i-Achse zusammenfallen. In diesem Falle 
-* könnte dann die Berechnung nach der im § 14 

^' ''' der Einführung aufgeführten einfachen Biegungs- 

gleichung 68 erfolgen. 

2. Die Zentralellipse. 

Mit bezug auf die im § 8 Abs. c gegebenen Ausführungen bestimme 
man zunächst aus den Hauptträgheiismomenten Qg, 0^ und dem Quer- 
schnitt 

F = dh + 2.c{b — d) 

„=8,5.160 + 2.11(70 — 8,5) 
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TrAghdta- nod Zentritngalmomente. 

F =1360+1353 
„ =2713 qmm = 27,13 qcm 
die Trägheitshalbmeseer 



=yf=y^ 



17a 

yjg = 6,573 rNj 6,57 cm. 

Diese Werte trage mau nun auf den Hauptachseo $, t] auf und 
konstruiere darüber die Ellipse, die dann die ZentralelUpse des vorli^sden 
Querschnittes darstellt. 

Die Durchmesser der Ellipse in der Kraft- und Nullinienrichtung 
bilden konjugierte Durchmesser. 

7. Aufgabe, Ein in horizontaler Lage auf zwei Stützen ruhender 
Balken aus Buchenholz von 2 m Länge werde gleichmäßig verteilt be- 
lastet. Die Hauptachsen des rechteckigen Querschnittes sind gegenüber 
der Kraftrichtung um 45" verdreht 

Die Materialbeanspnichungen gegen Zug und Druck seien 100 und 
80 Atm. 

1. Welche Belastung kann auf den Balken einwirken, wenn von 
dem Eigengewichte abgesehen wird? 

2. Welche Richtung hat die neutrale Achse? 

3. Welche Halbmesser hat die Trägheitsellipsc ? 
Lösung: 

1. Bestimmung der Belastung Q. 

Nach § 8 Abs. b, Gleichung 30 
erhält man mit bezug auf die dort auf- f 
geführte Fig. 19, die Belastung Q zu h"--'."-^"--'!"."'i-'*"^ 



6M , 



(bsin/f + hcosffl, f Ut^ ^ 



worin nach § 23 Abs. 6 der Ein- 
führung 



M = — beträgt. 



Damit wird 

,01 



^(bsinjS-{-hco8/J) 

~4b>h'*' 
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Ente Änfgabengruppe. 



= 5431,4 ~6430tg 



vorauB sich die Belastung 
_ 4b'h'ff 

^~3l(bain,J-j-liC08>) 

_ 4 ■ 20' ■ 30* . 80 

"~ a. 200 (20 . 0,707 -4- 30 . 0,707) 
ergibt 

Die Belastung pro lfd. Meter beträgt dann 

2, Die Lage der neutralen Acbse. 

Nach § 6 Aha. a erhält man die Richtung der neutralen Äcbae 
mit Hilfe der Gleichung 28 zu 

Öx . . ^ bh« 



bh» 



und 0j = -~ 16t, 



12 

h' 30* 

9 
„ =2.1= 2,26 , 

Oo =66°. 
8. Die Halbmeaser a und b der Zentralellipse. 
Nach den Ausführungen des § 7 Abs. b, 2 oder § 8 Abs. 
1 die Trägheitshalbmesser a und b zu 



-yi=l/i= 
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Tragheits- und ZcDtrifugalmomenle. 121 

Mit dieeen Radien kann man nun die aus Fig. 86 zu ersehende 
Zentialellipse konstruieren, in der die Durchmesser in der Kraft- und 
Kullinienrichtung wieder konjugierte Durchmesser sind. 

8. Aufgabe, Für einen aus zwei gleichschenkligen Winkeleisen 
vom Profil 16 gebildeten Freiträger soll die aus Rundeisen. hergestellte 
SpannstangB von 20 cm Länge bei ö kg Material beanspruchung berechnet 
werden. Am freien Ende werde der 2 m lange Trfiger mit einer aus der 
Fig. 87 ersichtlichen Eiuzellaat belastet, deren Größe noch zu bes^mmen 
ist. Hierbei soll das Winkeleiaen mit 7&0 kg pro qcni in Anspruch ge- 
nommen sein. 

Der Reihenfolge nach sind folgende Fragen zu beantworten: 

1. Wo liegt der Schwerpunkt S? 

2. Welchen Wert haben die beiden Trag- ^ 
heitsmomente 6j und 0,? 1 i 

3. Wiegroß istdasZentrifugälmomentz/i;? 1 cf "T^"^ 

4. Welche Richtungen haben die Haupt- [ ^ 
achsen |, )j? 

5. Welchen Wert haben die Hauptträg- Fig. 87, 
heifsmomente 0f und 0^ ? 

6. Welche Lage hat die neutrale Achse in dem Falle, daß der 
Querschnitt an der freien Durchbiegung nicht gehindert 
wird? 

7. Wie Snderu sich die Richtungen der neutralen Achse und der 
Kraftlinie, wenn der Querschnitt unter der Wirkung der Spann- 
stange an der freien Durchbiegung gehindert wird? 

8. Mit welcher Kraft H wird die Spannstange belastet? 

9. Welchen Durchmesser erhält die Stange? 
Lösung: 

1. Die Lage des Schwerpunktes 8. 

Der in Fig. 88 angegebene Schwerpunktsabstand e^ bezw. e, beträgt 
nach Tabelle (S. Hütte, 18. Aufl. Seite 469) 

e2=:46 mm bezw. ei=;160 — 46=^)14 mm. 

Bezüglich der Berechnung dieser Werte sei auf die I. Lösung des 
Beispieles 1 hingewiesen. 

2. Die Trägheitsmomente 0^ und 0^ 

Diese Trägheitsmomente haben beim vorliegenden Querschnitt gleiche 
Werte und betragen nach Tabelle {S. Hütt«, 18. AufL Seite 469) 
0, = Qj = 1225 cm*. 

Soll dieser Wert durch Rechnung bestimmt werden, so sei auf die 
2. Lösung des 1. Beispieles hingewiesen. 
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122 Ent« Aufgabengrappe, 

8. Dae Zentrif agal- oder Deviationsmoment ^jj. 
Nach § 6 Abs. b kann man das Zeutrifugalmoment auf mehr- 
fache Weise besütnmen. 

Der vorli^nden BerechDung sei die im Abs. b, 4 aufgeführte 
Gleichung F, zugrunde gelegt Danach folgt mit bezug auf Fig. 14 
und 88. 

_ FiFgab 

^" - F. + f; 

worin F, :=db, 

Fj = (b-(I)d, 

b S h — d 



-S) + d 



Fig. 88. 



(Jb.(b — (J)(J" 



rfsb*{b — d)» db<(b — (J)^' 



4(l(b + (b~(I))~ 4(2b-(J) 
— 1.7- 16' (16— 1,7 )* _ 1,7.266.14,3' 
" ~ 4 (2 . 16 — 1,7) ~ 4 , 30,3 
„ = 734,9 ~ 735 cm*. 

4. Die Richtungen der Hauptachsen %, t]. 
Nach § 6 a, Gleichung 24 ist 

tg2a = _^^ , worin 0, = ©^ ist, 

^_2^j__2^,_ 
0,-01 ""' 

woraus 

2a = 90" 
und a = 46'* 

folgt. 

5. Die Hauptirggheitsmomente 0f und 0„. 

Aus der Tabelle (S. Hütte, 18. Aufl. Seite 469) ist mit bezug auf 
Fig. 88 

&,, = 506 cm* (Minimum) 
und 0f ^ 1946 cm*. (Maximum) 
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Trägheils- und Zentrifagalmomente, 123 

Durcli Rechnung ergeben sieh diese Werte aua den im § 6 aufge- 
führten Gleichimgeii 20 und 21. 

6. Die Lage der neutralen Achse bei ungehinderter 
Durchbiegung des Querschnittes. 

Der Neigungswinkel «o *l^r neutralen Achse gegenüber der Haupt- 
achse i ergibt sich nach g 8 Abe. a, Gleichung 28 zu 

tgap = ^cotg/J, worin cotg/J= cotg46''= 1, 

©1=1945 cm* 
und ©, = 506 cm* ist. 

Die Werte eingesetzt, liefert 

a^ = Ib" 26'. 

Senkrecht zur neutralen Achse 
würde sich somit das Wiukeleisen 
dnrchbi^ien, wenn es nicht daran ge- 
hindert wird. 

7. DieRichtungsänderuDgen 
der neutralen Achse und der 
Durcbbiegungsebene infolge der 
Anordnung der Spannstänge. 

Da die Spann atange eine seit- 
liche Ausbiegung des Winkeleisens ver- p';„ gg. 
hindert, eine Durchbiegung also nur in 

senkrechter Richtung eintritt, so muß die neutrale Achse NN mit der 
X-Achse zusammenfalleQ. 

Es tritt hierbei gewiasermaiäen eine Verdrehung der neutralen Achse 
und der dazu senkrecht gerichteten Biegungsebene AS um den aus Fig 89 
ersichtlichea Winkel 

y = «0 — a'o 

,, = 76» 25' — 45" 

„ = 30" 26' 
ein. 

8. Die Horizontalkraft H. 
Nach Fig. 89 erhält man 

H = P . tg9) = P . tg30<*26' = 0,587 P. 
Die am frden Trägerende auf jedes Winkeleisen einwirkende 
Einzellast F ergabt sich nach § 14 Abs. 1, Gleichung 58 der Einfüh- 
rung zu 
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121 Zweite Anfgabengrnpjte. 

Mb = Wkb = — kb, worin Mb = Pl iat 

Die die Spannst&Dge beaDsprucbende Kraft H beträgt somit 
H = 0,687 P = aö87 . 400 
„ ^ 234,8 r ^235 kg. 
NB. Streng genommen müßte die Spannstange in Kichtung der x- 
Acbee angeordnet werden, damit sie in der Yerlängenmg den Schwerpunkt 
S schneidet. 

Außerhalb dee Schwerpuuktee, wie Fig. 67 erkennen läßt, tritt noch 
ein den Querschnitt beanspruchendes Drebmoment 

■ Mt = H.h 
auf, das b« nicht allzugroßem Werte von h vernachlässigt werden kann. 
9. Der Durchmesser d der Spannstange. 
Die auf Zug beanspruchte Stange berechnet sich nach § 2, Gleichung 7 
der Einführung zu 

d*;i, 



H=fk, 
d- 



1,128/47 = 7,73^8 



Zweite Anfgabengrnppe. 
Zu § 9 bis 11 : Exzentrische Zug- oder Druckbelastung. Kernflficlie. 

9. Aufgabe. Auf die rechteckige Grundfläche einer Mauer von 
der Breite 80 cm und der Länge 1 m wirke im Abstände 10 cm, parallel 
zur Itfittellinie, ein über die Länge verteilter Druck von 8000 kg. 

Zu bestimmen sind 

1. der Abstand e, der spann ungalosen Querschnittsstelle und 

2. die Spannungen an der rechten und linken äui3ersten Quer- 
schnitt^kante. 

Lösung: 

I. Der Abstand e,. 
Nach § 9 Abs. 1, Gleichung 32 ist 
. „ Ib" 
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Eiieatriiche Zug- oder DrnckbelaataDg. KernHäohe. 
und f = b 1 bedeutet, 



bl.l 121 12.10 
= &3,3 cm. 



Dieser Wert besagt, daß diu spanoungslose 
Stelle außerhalb des Querschnittes liegt 

Die Grundfläclie erhält nlso nur Druckspan- 
nungen. 

2. Die Kantenspaunuugen aj(r) und 0i(i). 

Nach der Im § 9 Abs. 1 angegebenen 
Gleichung 33 findet man die gesuchten Span- 
nungen zu 

P P 

«1 = — (ö±Ob). wo ff = - = — 





ind 


Ob 


Mi.e 
6Pi . 

=-bn »'■ 


12 


p 

bi 


.6Pi\ 




=-«<•> 


±6;i). 



Damit betragen die gesuchten Spannungen auf der rechten und 
linken Seite des Querschnittes 



80* . 100 ^ 



P 8000 

«m = - -p, (b - 6^) = - göi-TÖÖ (8» - 6 ■ 10) - - 0,26 tg/qcm. 

Wie in beiden Fällen das negative Vorzeichen andeutet, sind beide 
Spannungen Druckspannungen. 

10. Aufgrabe. In welchem Abstände X muß im letzten Beispiele 
die Kraft P wirken, wenn an der linken Kante die Druckspannung 
gleich Null werden soll? 

Lösung : 



Aus Gleichung ; 



il' 



erhfilt man 
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Zweite Aorgabeagrnppe 



f.. 



bl. 



11. Aufgabe. Ein quadratischer Pfeiler von 1 m Seitenlänge 
habe eine Höhe von 2 m. Er wird mit 50 t exzentrisch belastet, wobei 
die größte Beanspruchung 12 Atm nicht überschreiten soll. 

Das Gewicht pro cbm Mauerwerk betrage 1600 kg. 

Wie groß ist mit bezug auf Fig. 91 

1 . der Abstand e, der spannungBlosen Btelle, 

2. die Exzentrizität X und 

3. die kleiaste Beanspruchung der Grundfläche? 
Lösung: 

1. Der Abstand Cj. 

Nach Gleichung 31 folgt 

ff . a 100 ^» 

ei = e — , nonn e^-^-— - = 60 cm. 



,^1 



F+G 



hO 



.^..« 



Fig. 01. 



60000 + 2. 160O .,„., 

"= lOp = 5,32 Ate 

und nach Gleichung 33 

(^ = öi,,) — = 12 — 6,32 = 6,68 Atm ist. 
Mit diesen Werten erhält man den Abstand 
6,32 



= 50. 



6,0S 



8 f>j 40 cm. 



2. Die Exzentrizität X. 

Der Wert X findet sich aus Gleichung 32 i 

'i.V 



^ = rT' 



X = 



^ e _ 12 ^ a' ^ 100' ^ 
f.e» m'.ei 12. e^ 12.40 — — ^ 
3. Die kleinste Beanspruchung a^iy 
Die Gleichung 33 liefert 

ffl(l)^ — {ff — ffb) 

„ = — (5,32— e,6B) = — (— 1,36)=1,36 Atm. 



Die linke Seite der Grundfläche vrird also auf Zug beansprucht. 
- 12. Aufgabe. Wie mußte im vorhergehenden Beispiele die Kraft 
P den Pfeiler exzentrisch belasten, wenn an der linken Seite die in 
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EiieDtriiohe Zug- oder DmckbelaatoDg. Eernflftche. 127 

Löaung 3 gefundene Zugspannung gleich Null werden soll, und welcher 
Druckspannung wird hierbei die rechte Seite ausgesetzt sein? 
Löaung: 

1. Die Exzentrizität X. 

Um der gestellten Bedingung zu entsprecheo, muß die Kraft P den 
Pfäler am Umfange der KemfUche angreifen. 

Nach § 10, 3 erhält man den Abstand i tu 

A = ^a = 0,1667a 

„ = 0,1667 . 100 = 16,67 f^ l6,7 cm. 

2. Die rechte Kantenspannung iTi(r). 

Die Gleichung 33 liefert die an der rechten Seite der Grundfläche 
auftretende Druckspannung. 

P + G 

OKt) = — {(f + ffb), wo = ■ - ■ ^5,32 Atm 









und 


Ob 


_6PZ 


_Pi a 
~ a« '2 
12 
6.60000. 
100' 


16.7 










„ 


^5,01 ~ 5 Atm. 




Damit erhält 


man 














Oi(r) = 


-(6,32 


+ 


ö,01) 


- 


— 10,33 


Atm. 





13. Aufgabe. Ein 1,5 m langer Freiträger sei über seine ganze 
Länge mit 50ü kg gleichmäßig verteilt und am freien Ende mit einer 
40 cm starken Mauer von 1000 kg Gewicht belasteL Der Träger ist 
in einer Mauer von 64 cm Dicke eingemauert. Das darüber lastende 
Mauerwerk habe ein Gewicht von 20 t. 

1. Wo liegt die neutrale QuerschnittssteUe? 

2. Welche Kantenspannungen erleidet daa Mauerwerk, wenn auf 
der Druckset« eine Unterlagsplatte von c ^ 16,8 cm Breite, 
auf der Zugaeite eine solche von d = 66 cm Breite_ angeordnet 
wird. (Siehe Fig. 207 im &6. Beispiele der Einführung.) 

Lösung: 

1. Der Abstand e^ der neutralen Stelle. 
Nach Gleichung 32 erhält man 
_ cd» 

f=cA 
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128 Zweit« Auft^bengruppe. 

und Ii=112 cm iat. (8. Seit« 211 der Einführung.) 

Die Werte eingesetzt, liefert 
cd« 

d* 64« 



"»»•('.+') H^'+ty 



Mit diesen Werten sind die Laugen a 
und b der UnterlagBpIatt^n bestimmt. 



2,37 = 34,37 cm 



(Vei^l. Lösung 7 auf Seite 213 der Ein- 
Fig. 9^. führuug.) 

2. Die KantenepauDungen öi(r) und «yj). 
Nach Gleichung 33 erhält man 

Oi(r) = — (O±0b), wo = -^ = -^, 





und öbd)- 

eingesetet, gibt 
/E 3R(21 
\cä^ od 


M. Ei «(' 


■+^) 




Wj Wi oiC 
6 
6E(21. + i)) 3E(2U + d) 


Die Werte 


W. <!<)■ 
6 

^aE,2>^+.,.. 
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Eimnlrischc Zag- oder Druckbelaatang, KemflSche. 



_ 2(1000 + 500),. 



16,8 . 61' 
-21,5 Attn 



.64 + 3.112) 



"'»> = — JJ 



3R(2U + l)| \ 
d(P I 



-3(21. + J)] = 



s(-ä*-6« 



= + |J(J + 3U 



2(1000 + 500) 



(64 + 3.112) 



„ = + 4,43 Atm. 

14. Aufgabe. Für eine hohle, 
gußeieerae Säule von 20 cm äußerem 
und 16 cm lichtem Durchmesser soll 
die ZeDtralellipse uad der Querschnitts- 
kerii bestimmt werden. 

Lösung : 

1. Die Zentralellipse. 

Den Ti-ägheitshalbmesaer kann 
man nach § 7 Abs. b, Gleichung F 
oder nach § 8 Abs. c ermitteln. 

Er beträgt hier 

/e 




.=yi 



worin 



e=(D'- 


-""'k 


,={(2E)'-(2r)' 


, = (E'- 


"»? 


., = (10'- 


-''Il 


„ = 4635 


cm« 


F = (K' — r>)ii 
„=(10'-8')>. 
„ = 113 cma ist. 
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Die Werte eingeführt, |pbt 

Da die Tr^heitsniomeDte für die beiden Acbaen x, y gleich groß 
sind, so baben die beiden Halbmesser der Zentralellipse den gleichen 
Wert a, woraus zu erkennen ist, daß die Ellipse dnen sogenannten Träg- 
beitskreis bildet. 

2. Die Kern fläche. 

Nach § 10, 2 findet man den Halbmesser X für den runden Kern 
mit bezug auf Gleichung 32 
@ 



zu X' 



© _ R' + r« 
_e,____ = 



1Q'+8' _164_ 



4.10 



40 






Dritte Änfgabengrnppe. 

Zu § 12. Schubspannungeii im gebogenen Balken. 
15. Aufgabe. Für den in Fig. 94 sliizzierten Blechträger soll die 
Schubkraft angegeben werden, mit der die Nietbolzen zu berechnen sind. 

Der sich aus 

,£^••,1«»» mehreren, über die 
Trägerlänge von 
8,4 m gleich ver- 
teilten Einzellasten 
ergebende Auf- 
lagerdruck betrage 
20250 kg. 

Lösung: 
Nach § 12 
Abs. b, Gleichung 
F findet man die 
zwischen zwei Niet- 
bolzen der Längs- 
Winkeleieen auf- 
tretende Schub- 
kraft S, die von 
einem Nietbolzen 




abzufangen ist, zu 



M«(li — U 



■1, =;t=8,5d ist. 
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Das statische Moment M,t ftir tiie obere, aus dem Querblech und 
den beiden Winkeleise DquerscKnitten bestehende Gurtung, in bezug auf die 
neutrale Achse NN, beb^ 

„ -(b-2d)<J,.(e+|)+2(h,-d)<J,.(e-|) + 

+ 2.J,(hi-(J,)(e-(J,-^A) 

Mgt = 25,8 . 1,8 . 42,9 -f 2 . 4.4 . 0,8 . 41.6 + 2 . 0,8 . 5,a . 38,6 

„ ^ 1992,3 + 292,8 + 322 

„ = 2607,1 f- o 2607 cm» . 

Das Trägheitsmoment & berechnet man zu 
= ^{(b— 2d}(h + 2(J,)»-(b— .J-2hi)h»— (h, — d-(r3)2(h-2,Ja)>- 

— 2(Ig(h — 2h,)4 

„ = ~{2&,8 . 87,6" — 16,4 . 84* — 3,6 . 2 . 82,4' — 2 . 0,8 . 72') 

" =■^{^'^^^^^^0 — 9 '23 000 — 4028 300 ~ 597200) 

„ = — 2994600 = 249650 cm*. 



Diese Werte oben eingesetzt, gibt die Schubkraft 
A 90 2 'iO 

« = »•■'■' = 249660 •'"""■ «'^ ■'■" ^HLLÄ 
NB. Bei der Berechnung eines Blechträgers pflegt man zumeist 
die Steghöhe h und die Breite b des Gurtungsbleches in Verhältnis zur 
freien Länge 1 des Trägers zu setzen. 

So wählt miin z. B. die Höhe h nach der empinschen Gleichung 

h=f„ibi>ii, 

die Breite b zu 

b^ 0,3 h -[-35 mm, wo h in mm zu setzen ist, 
oder b = 0,5l-|-15 cm, wo 1 die freie Tri^rlänge in ni bedeutet. 

16. Aufgabe« Welcher Materialspannung sind im letzten Beispiele 
die Nieten ausgesetzt? 

Lösung; 

Mit Hilfe der vorher berechneten Schubkraft 8 erhält man nach 
§ 12 Gleichung 40 der Einführung eine Materialspannung k, von 



.joogle 
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k. = 1^ = ^g;^ = 715,8 ~ 716 ke/qcm . 

17. Aufffftbe. Wie kann man in der Aufgabe 15 die NietteiluDg 
der LängSDoht berechnen, wenn die zulässige SchubepaiiDung ?20 kg pro 
qcm betragen eoU? 

Lösung : 

Da in diesem Falle die Schubkraft 8 nicht bekannt zu sein braucht, 
vereinigt man die im g 12 der Einführung und § 12 Abs. b des vor- 
liegenden Werkes aufgefübrlen Gleichuugeo, die zur Berechnung der 
Featigkeiten des Nietes und des zwischen zwei benachbarten Nieten befind- 
lichen Materialee dienen. Man eliminiert also die Schubkraft S aus 
beiden Gleichungen, wie folgt: 

Mit bezug auf Fig. 94 ist: 
nach g 12 GleichuDg 40 der Einführung 

s=,.k.=.iL"...=^4..., 

nach g 12 Abs. b, Gleichung F 





s=|m. 


0,-1,) 


=!»■ 


.t. 




Beide Werte gleichgesetzt, gibt 










|m-- 


- 2 '■ 








und daraus 


die Nietteilung 












'- 2 "'AM 


t 


nach Aufgab 


16 






e= 


249550 


cm* 








A = 


20250 


'■^ 






und M.,= 


2607 




ist, 




., = lf?.7.0 


249560 
20250.2607 








„=13,67 cm. 











Diesen Wert in Beziehung zum Nietdurchraeaser gebracht, gibt 
t 13,67 „ , 

3 = — -r- ~ 8,6 

d 1,6 

oder t = 8,6 d. 

NB, Hat man die Nietteilung t anzunehmen, so genügt zumeist 
ein Wert von etwa 

t = 6d, 
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WO der Kietdurchmesser d ungefähr gleich der doppelten Dicke dea stärksten 
Bleches, fQr gewöhnliche Verhältniese aber nicht über 20 mm gewählt 
werden kann. 

Zu einer anderen Wahl des Ourtungsnietdurchmeasera gelangt man 
aus der mittleren Dicke ~\~ 9 mm der Winkeleleen. 

18. Aufgabe. Ea soll die Blechdicke d für den Steg des in der 
16. Aufgabe angegebenen und in Fig. 94 dargestellten Blechträgers bo- 
recbnet werden. Die in Aufgabe 16 festgestellte Schubspannung sei hier 
mit rd. 720 kg vorgelegt. 



Die Blechdicke d ist dadurch bestimmt, daJä sie 

1. der, in der neutralen Faserschicht NN auftretenden größten 
Schubkraft S„„ und 

2. der, an den Auflagen als Maximalwerte auftretenden Vertikal- 
kraft A, die an dieser Stelle den Querschnitt des Steges auf 
Abscheren beansprucht, genügenden Widerstand leiatet 

1. Berechnung gegenüber Schub in der neutralen Faser. 
Nach g 12 Abs. b, Gleichung 39 

*'~z 
erhält man die in der neutralen Faserschiebt NN erforderliche Blechdioke 
X bezw. d zu 

3t = <)=-.^, worin P=A=!20250 kg, 

Ty^k, = 720 kg pro qcm, 

M,t = 2607 cm» 

und © = 249650 cm* ist. 

Damit wird 

, AM-t 20250.2607 „„„„ ^„ 

d=^— ^ = = 0,293 f^J 0,3 cm. 

k,0 720 . 249560 ' 

2. Berechnung gegenüber Schub an der Auflager- 
stelle A. 

Wie die im § 23 der Einführung skizzierten Schubkraftflächen er- 



kennen lassen, erhalten die die einzelnen Trägerquerschni 
beanspruchenden Vertikalkräfte an den Auflagerstellen 

Mit bezug auf Fig. 94 erhält man die Blechdi 
§ 12 der Einfuhrung aufgeführten Gleichung 40 zu 
A = f.k, = dh.k« 



itte auf Abschening 
ihre größten Werte. 
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3. Die auszuführende BUcbdicke d. 

Damit der Steg des Trftgers eiae genügende seitliche Steifigkeit erhält, 
wählt man die praktisch kleinst« Blecbdicke nicht unter 6 mm, den größten 
Wert ab^ in der R^!;el nicht über 10 mm. 

Im vorliegenden Falle nürde man also eine Blechdicke von 
d = & mm 
wählen, welcher Wert auch in Fig. 94 angenommen und der dortjgen 
Rechnung zugrunde gelegt worden ist. 

19. Aufgabe. Für den in der 15. Aufgabe vorgel^en Blech- 
träger soll die Dicke di der Gurtungsbleche für eine Nonnalspannung von 
900 kg berechnet werden. 

Die Verteilung der gleichgroßen £inzelIasteD ist aus Fig. 9& zu 
ersehen. 

Lösung: 

Denkt man sich den Träger in der Mitt«, wo er am meisten bean- 
sprucht wird, durchschnitten und nimmt man zugunsten der Konstruktion 
an, daß das Vertikalblecb, wie es bei den Fachwerkträgern der Fall ist, 
nur die feste Verbinduns; zwischen den beiden Gurtungen bezwecken soll, 
so muß im Schwerpunkte der oberen und unteren Gurtung je eine hori- 
zontal wirkende Kraft H angebracht werden, damit das Gleichgewicht in 
der Trägerrichtung nicht gestört wird. Die beiden entgegengesetzt wirken* 
den Hilfskräfte müssen gleich groß sein. 

Desgleichen muß in senkrechter Richtung eine Vertikalkraft V auf- 
gewendet werden, mit der die senkrecht wirkenden Kraft« ins Gleich- 
gewicht gebracht werden. 

Legt man nun den Dreh- 
punkt in die obere Gurtung, 
so besteht die Gleichgewichts- 
bedingung 

M„„ = Hh, 
worin h den Abstand der 
beiden Gurtungsschwerpuokte 
bedeutet; der annähernd gleich 
der Steghöhe gesetzt werden 
kann. 

™ li 




= J<A(l + 20)-9P,)-,) 
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MmBi: = l (20 250 . 860 — 9 . 6 760 . 120) 
„ =^{17416000—7 290000) 

„ =^.10125000 

„ =6062500 cmkg 
und H = f k. 

„ ={(b — 2d)<Ji+[(hi — d)(Jj + (h,-,»,)rf„]2}k. 
„ ={{29 — 3,2)(Ji-]-[(6— l,6)0,8+(6— 0,8)08]2)k, 
„ ={25,8di4-{3.62 + 4.16)2)k, 
„ =(25,8*i + 16.36)ki. 
Die Werte eingesetzt, gibt 

(26,8(),+ 16,36)k.= „ , 

1 /6062500 ,,„,\ 

NB. Die Blechdicke <ti ist in Aufgabe 16 mit 1,6 cm angenommen 
worden. 

Die Blechstärken wählt man im allgemeinen nicht zu hoch. Sind 
aber große Stärken notwendig, so legt man zweckmäßig mehrere Bleche 
aufeinander. 

20. Aiifg:a1lie. Ein Freildiger von I-förmigem Querschnitt habe 
eine Länge von 1,25 m und werde am fr^en Ende mit 3200 kg belastet 

1. Welche Biegungsspannung k|, und 

2. welche Schubspannung k, erleidet der gefährhche Querschnitt 
an der Stelle, wo der Steg in den Flansch übei^eht? 

Lösung: 

1. Die BiegungsBpannung kg,. 

Nach § 14 Abs. 1 der Einführung, Gleichung 58 erhält man für 
die im Abstände tj von der neutralen Achse aus gelegene Querschnitts- 






Hierin bedeutet 
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Mb„ = PI = 3 200. 126=400000 cmkg, 
h 



= 12 — 1,5=10,5 cm 



= —(12.24'— 11.81«) 
6^020 , „„, ^ 



Setzt man diese Werte eiu, ao ergibt sich eine 
BiegungSBpannung 
_ 400000 
5 335 

„ = 76 . 10,5 = 787,5 o o787 kg pro gem. 
2. Die SciLubBpannung k.. 

Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39 findet man die gesuchte Schub* 
Spannung 

t — _ 

i 

x = <), 

@ = 6336 cm* 



und Mrt = Fy = b(I,- 

„ =12.1,5.11,26 = 202,5 cm> ist. 



Damit erhält man 



1 5335 

HB. Das Zusammensetzen der beiden Spannungswerte k^ und k^ zu 
einer ideellen Spannung tri ist aus der in Aufgabe 44 Abs. IV, 5 auf- 
geführten Fig. 136 zu ersehen. 

Vierte Anfgabengmppe. 

Zu § 13. Das Zosammenwirkeii Tersehiedenartiger Norntal- 

spauniingen. 

21. Aufgabe. [Zag und Biegang.) Für das beistehende Hängelager 

soll der Lagerdruck P unter der Annahme berechnet werden, daß die 

Materialspannung auf der Zugseite 2 kg pro qmm und die Druckspannung 

etwa das Sfache der Zugspannung betragen soU. 
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Ea siDd hier folgende Fragen zu beantworten: 

1. Welche Rippendicke d erhalt der T-förmige Querschnitt? 

2. Wie groß ist das TrägheitsnioraeDt @? 

3. Wie groß sind die Widerstands- 
momente Wj und Wg? 

4. Wie groß kann der Lagerdruck P 
werden f 

Lösung: 

1. Die Rippendicke d. 
Nach § 20 Abs. b der Einführung ist mit 
bezug auf Fig. 97 

+ be,d = ^-d*~^fc 



3.1,8 



" 12,4 — 26,3 
2. Das Trägheitsmoment @. 
Nach § 1», 3 der Einführung erhält i 

© = ^(0 + Fa») 



= 0i + ©s4-Fiai* + Fga,» 
b-.?)V dh» 

12 "•" 12 "^ 
6 — 1)1,8'+1.8'' 






-4-{6 — 1)1,8(2 — 0,9)» 4-1. 8(6 — 4)* 

„ = 46,09+10,89 + 82 
„ = 87,96 rv. 66 cm*. 
3. Die Widerstandsmomente W, und W.. 
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' »i 2 

und W, = ~ = ^ = li,7cm'. 

4. Der Lagerdruck P. 

Da im vorliegenden Belastungsfall die ZugBeite am ungünetigeten 
beansprucht wird, die Zugspannung aber mit 2 kg pro qmm Toigeechrieben 
ist, erhält man die Belastung P nach § 13, Gleichung 41 zu 

"l<.)=| + f^. «»ri» M. = Pl = P(l + e,) 





»im 
-+- 
200. n 


„ =P(8 + 2) = 

und f=b<), + i)(h- 

„ = 6.1,8 + 1(8 

„=10,8 + 6,2 = 


10 P 

-1>8) 
= 17 cm* 


ist. 




"W.+ 
fW, 
44 


U Wi+Af 
149600 





"44 + (8 + 2) 17 ^^214 
Mit dieser Belastung berechnet sieb auf der Gegenseite des t^uer- 
Schnittes eine Druckspannung 

P M, P Pi ■ /l l\ 

„ == — 43ö kg pro qom. 

NB. Soll diese Druckspannung den Wert von 60Ü kg pro qcm er- 
reichen, so muß das Material des Querschnittes anders vertat werden. 

&2. Aufgabe. (Zug nnd Btegnog.) Es soll ein einfacher Haken für 
eine Höchstlast von 6000 kg beigestellt werden. Die Materialspannung 
des mit Gewinde versehenen Schaftes soll mit 600 kg, für den gefähr- 
lichen Querschnitt der Hakenkehle aber mit 760 kg bei Annähenings- 
rechnung, bei genauer Rechnung dagegen mit 1000 kg in Rechnung ge- 
zogen werden. 

Die Form des Querschnittes ist so su wählen, daß das Material 
m^licbst gut ausgenutzt wird. 

Ea sind folgende Fragen zu beantworten: 
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1. Welchen zweckmäßigen Radius r erhält die Hakenkröpfung? 

2. Welche Höbe h ist dem gefährlichen Queracbnitt zu geben ? 

3. Wie groß wird die Breite b, und bg des gefähTlIcheu Quer- 



a) bei Annäherungarechnung und 

b) bei genauer Rechnung? 

\. Welchen Kerndurchmesser d, erhält der mit Gewinde ver- 
sehene Schaft? 

5. Welchen Diuvlimeseer d, kann der Schaft erhalten? 

6. Welche Abmessungen kommen sonst noch in Frage? 
Lösung: 

1. Der Radius r der Hakenkröpfung. 
Im allgemeinen ist es ratsam, die Maulweite oder Hakenkröpfung 
möglichst klein zu wählen, damit das Bi^;ungsmoment ein ADnimum wird. 
Zumeist wählt man 

r = — d bis d, falls d den Seildurcbmesser bedeutet, oder 

T = d bis 1,5 d, sofern d den Durchmesser des Ketteneisens 
darstellt 
Für den Fall, daß die Durchmesser nicht l>ekannt sind, kann man 
eine passende Wahl auch nach den empirischen Gleichungen 

1. für P<7500 kg: r = ~+lömm bU^+20 mm, 

2. „ P>7500 kg: 

treffen. 

Gewählt sei im vorliegenden Falle der kleinste Wert 

'-2S) + '^ = S + " = '"'+« = «J=^ 
2. Die Höhe b des gefährlichen Querschnittes. 
Auch für eine zweckmäßige Wahl der Querschnittsböhe hat sich 
eine Erfabningsgleicbung 

h = z.r 
herausbildet, in welcher der Wert z zwischen 1,8 und 3 zu wählen ist. 
Nimmt man hier den Mittelwert z = 2,4 an, so erhält man eine 
Höhe 

h = z . r = 2,4 . 45 = 108 mm. 
8. Die QuerschnittsabmesBungen b, und \. 

a) bei Annäherungsrechnung. 
Nach § 13 Abs. 1, Gleichung 41 mit Hinweis auf § 13 Abs. 10, 
Gleichung 80 nebst Nachsatz erhält man mit bezug auf Fig. 98: 
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1. Die Materialepannucg auf der Zugeeite 
P Mb _F , Pg_P 1 PCr+^l 



2. Die MaterialapaDUung auf der Druckseite 
P Mb P Po P F{r + M„ 



(r + eiM 
/■ 



. >ffU 



FiK. 98. 

Soll Qun das Material des Querschnittes auf der Zug- und Druck- 
seite vollatäudig ausgenutzt werden, so muß die Bedingung erfüllt ' sein 

ffl(i)^ — Oi(d) 

oder die Werte eingesetzt, 

f ^ 9 8 



+ - 



^=0, 
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2 1 (t + e,)(a,- e,) 

^+('+%)(«,-«.)=o, 

e=-|('+«,)(e,-«,) 

„=^((' + «,)(«,-e,) 



Id dieser Gl^chung betrat 
der Querschnitt 

2 
das Trägheit« moment 

"- 36(b,+V 
der Bchwerpunktsabetand 

h b, + 2b. h 2b. + b. 

'•^S b,+b, ^~3 b, + b,' 

der Klamtnernert 

_ h 2bi+b, h bi4-2b, 

'■ *■— 3' \ + \ 3' b,+b, 
_b b,— b, 
" -3-b, + V 
Setzt man diese Werte in Gleichung F| ein, ao erhält i 
Beziehung zwischen den Seiten b, und bg des gefährlichen Querecbnittea: 
b.' + 4b,b, + b,' 1 b,+b / h b, + 2b, \ h b.-b, 

36(h,+b,) 2' 2 (."Ts' b, + h, /' 3\ + b, 

-''(h |,.3'(bi+b,) + h(bi +2b,) 

- 12 '■'' ~ '^' 3(b,T+ bl) 

^t> b^-b, 
36 b, + b/' 
(h,' + 4h,h, + b,')h = (b, — b,)(3rb| + 3rb, + hb, + 2hh,) 

= 3rb,"+3rb,b, + b,»h + 2b,b,h — S^b^b,— 
— 3rb,>— b,b,h— 2b,'h 
= 3rb,'- 3rb,' + (b,'4-b,b, — 2b,!)h, 
(b,' + 4b,b, + b,' — b,' — b,b, + 2b,')h = 3r(b,' — b,"), 
(3b,b,-i-3b,")h = 

3r(b,' — b,'j r 

'■=^b;(br+N)=w<'"-'"' 
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-'(^•: 



Aus Gleichung Fj ergabt sich nun wdter 

e=5'('+«.)(«.-».). 



i=^+.=.+, 



f.(ej— ej) b ^ + b; h b,— bg hVbj — b()" 

2 "a'b, + bj 

welcher Wert in die obere, für die Zogaeite gültjge zuBamm«Dg88«tzte 
Spannungsgleichung 

«.>-.=''(f+'4^-.) , 

eingeführt, folgende zweite Beziehung zwischen den Seiten b^ und bg 
liefert: 



Oi(ii = P 



/_i_ J-_il_ h b, + 2h, \ 
| l'i+b. |,^h'(b, -b,)'3' b,+b, I 



„ __!JL_ /. I 2(b, + 2b,) '\ 
°'<->-h(br+b;)l'+ b,-b, I 
_ 2P b,- b, + 2bi + 4b, 

h(b, +b,)' b, — b, 

_ 2P 3bi + 3b^ _ 2P3(bi+bt) 
" ~h(bi + bj)' b, — bg ~h(b, + bj)(b, — b,) 
8P . 



b, - b, i 



"b(b,-b,) . 

6P ^' 

~h.öi(,)' f 

Aus den Gleichungen F, und F, erhält man nunmehr die Seiten 
b, und bg zu 

b.-b,=™. 



Aus Gleichung 1 folgt 

b,=b,(z+l). 
In Gleichung 2 eingeeetzt, gibt 

b.(z + I)-- «'■ 



höH.) 
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6P 

'"tft) ' 
6P 

: "108.7,6.2,4" 



b,(z + l_l)^-— 



ffi = - 



bi=ba(z + l)= 18,5(2,4 -f 1) = 18,6.3,4 
= 62,8 ^63 mm. 
Dieses würden also die Abmessungen bei angenäherter Reehnoag 
sein, bei der man die Hakenkrümmung unberücksichtigt gelassen hat 
b) Die Werte bi und bg bei genauer Rechnung. 
Hier geht man von der im § 13 Abs. 10, 4 aufgeführten verein- 
fachten Spatinungsgleichung 76 

= ^ __?_ 

aus, in der für die Zugseite des fraglichen Querschnittes 

die Normalkraft N = P, 

der Krümmungshalbmesser *^^r-}-e^, 

der Abstand )j ^ — e^ 

und das Bi^ungsmoment M|,^ — P(r-|-e,) 

zu scbr^ben ist. 

Damit lautet die Gleiphung für die größte Zugspannung 
„ _ -P(r + ei) -% 

•"<*>- xtr + e,)f ■(r + e,)+(-e,) 
_Pei I 

" "^xrf' 

, Pe, , , ( ^* 

voraus f = — folgt. I 

Für die links auftretende größte Druckspannung gilt 
die NormalspannuDg N=^P, 

der Krümmungshalbmesser p =; r -j- e^ , 

der Abstand ^=^^ 

und das Biegungsmoment Mb^^P(r-f-ej). 

Damit erhält man 

-F(, + e ,). 
"«'' i(. + «Jf 'C + sJ + e, 






Pe. 



und f =- T — r- -- ■ 

x(r+h)oi(d) j 

Die Hilf sgröße X ist nach der im g 13 Abs. 10, 5 unter 3 genannten 
Gleichung 
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zu ermitteln. 

Zweckmäßig ist ea, in den letzten Gleichungen die beimts in Frage 2 

eingeführte Yerhältniszahl „z = — zu benutzen, mit der dann folgende Er- 
gebnisse erhalten werden : 

Aus Gleichung F, j-l = z + 1 
ertiält man 

b, = b,{z + l) oder bs = ^--iy. 
Damit schreibt aich der Querschnitt 

Mlb.,,_i/u I I». \_h b, [(.+ !)+ 11 
2 2\'"''z+iy 2' z+I 

_b^ z-f2 
"■" 2 'i + l' 
der Schwerpunktsabstand 

b I ; ^< 
^h b, + 2b, h 'T^ z+1 

°'~3' b,+b, ~3' . b, 

_h bi[(«+l)4-2] _h z-(-ä 
" ~3b,[(i-i-l)-(-l]~3'2-i-2 
_bj_ 
_b 2b, + b, _ h '+2+1 
'■-3-br+br~3b _bj_ 
''1"«+1 
_li b,[(2g + 2) + l] h 2z+3 
"•"3' b,[(!+l)+l] -3' s + 2 
und die Hilfsgröjäe 



bezw. 



'^(bi+b,lbU^^ h ^^»->-vy|"'6- ß_ 



^^f^'^''+'^" 



'^m-(^-^) 
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-1 + 



r+e.)(. + l ) [f 1 1 ^+1-1 I 



2/h h a-f 3 U+1 






=-'+Ki+iiirfe)h-'<'+'>-rp] '• 

Führt man Dun in Gleichung F^ für f, o^ und r die vorgenannten 
Werte ein, so ermittelt sich die Breite bj nie folgt: 

f=^^, 
bih z-l-2 P h z + 3 

2 'i + l"" h '3'z4-2' 

"' U (z + 2)« x/haift) '^ hffi(.,- 
Rechnet man die nur von z abhängige ßUammergröße tp für die 
zwischen 1,8 bis 3 liegenden, gebräuchlichen Werte von z aus, so erhält 
man nach Gleichung F, und F, 

für z= 1,8 x= 0,0858 

9>= 13,017, 

fürz = 2 x= 0,09743 

y= 12,83, 

für z=2,2 x= 0,1089 

5P = 12,704, 

für z = 2,4 X = 0,1203 

y=! 12,613, 

für z = 2,6 x= 0,12&9 

9) = 12,584, 

für z = 3 x= 0,1532 

9) = 12,633. 

Wahnert, Fsitigkeitstshre II. 10 
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Im Torliegenden Beispiele ergeben sich somit die gesuchten Quer- 
Bchnitteabmesaungen h^ und bg nach Gleichung F, zu 
p 
b, =ai.r . worin <»= 12,613fv 12,6, 

Oi(i) i= 1000 kg/qcm 
und h^ 108 mm beträgt, 
. ,„„ 6000 12,6.6 , 

Nach Gleichung F^ folgt dann 

•x = .-:^-r = 2-;i^ = ^4 = ^■''« ~ 5ii=L 

NB. Für die vorgenannten im Absatz a und b bebandelten zwei 
Belastungsfälle sind in Fig. 99 die in dem am meist beanspruchten Haken- 
querscbnitte auftretenden zneammengesetzten 
Spannungen graphisch aufgetragen. 

Wird der Querschnitt einem geraden 
Stabe zugehörig gedacht, wie es im Absatz a 
ajigenommen ist, so wird das Spannungsdia- 
gramm durch die gerade Linie CD begrenzt. 
Hierbei sind die absoluten Werte der Zug- 
und Druckspannungen gleich gross. 

Gehört dag^en der Querschnitt einem 
gebogenen KSrper an, wie es im Absatz b 
vorausgesetzt ist, so wird die Spannungsfläche 
Fig. 99. von der gebogenen Linie ESF begrenzt. Die 

größte Zugspannung liefert hierbei die Glei- 
chung F^, die größte Druckspannung dagegen die Gleichung Fg. Beide 
Gleichungen ergeben für die durch den Schwerpunkt gehende Fas^-schicht 
eine Spannung gleich Null. 

Die Spannungsf lachen lassen erkennen, daß beim gebogenen Körper 
die Zugspannung wesentlich größer wird (ca. 30*/«) bIs beim geraden 
Stabe, während die Druckspannungen im ersteren Falle kleinere Werte 
darstellen als im letzleren. 

4. Der Kerndurchmeaeer dj des Schaftgewindes. 
Nach der im § 2 der Einführung aufgeführten Zuggleichung 7 
erhält man 

P = fk, = ^k„ 



/6000 
600 
^t,l28VTÖ = 3,56 cm. 
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Diesem Kerndurchiiieiiaer entspricht nach der Whitworthschen 
Oewindetahelle eine l'/«" Schraube mit einem Außendurchroesser von 
d = 4,4 cm. 
6. Der Schaftdurchmesser d,. 

Bei der Befestigung des Hakens im Querhaupte oder 8cheliel ist auf 
seine freie Beweglichkeit zu achten, damit ein ungleichmäßiges Anspannen 
der Querschnittsfaaem nicht möglich werden kann. 

Für alle Fälle ist es ratsam, dem Schafte einen etwas größeren 
Durchmesser zu geben, als der Außen- oder Gewindedurchmesser botri^. 
Man wähle 

dg f>j 5 cm, 
welcher Wert auch der unter dem Bunde befindlichen Hakenkehle ge- 
geben werden kann. 

6. Die sonstigen Abmessungen. 

Der dem in Frage 3 behandelten gefährlichen Querschnitte gegen- 
überliegende Querschnitt erhält nach praktischen Ausführungen eine 
Höbe von 

h, = 0,öh bis {),6h. 
Gewählt sei 

h, = 0,6 h = 0,6 . 108 = 64,8 mm. 
Die äußere Begrenzung der Hakenkröpfung wird zumeist kreisförmig 
gewählt, wofür der Kadius aus den vorli^enden Abmessungen erhalten wird. 
Er beträgt mit bezug auf Fig. 98 

_li+_2r^-4-_b,_ 108 + 2 ■ 40 + 64,8 _ 362,8 
~ 2 " 2~ ■" 2 

„= 131,4 ~130_mn]. 
Die von Mitte Hakenkehle bis Unterkante Querhaupt zu messende 
Hakenlänge 1 wählt man passend zu 

1 = h + 2 r = 108 4- 2 . 46 = 198 ^200 mm. 
23. Aufgabe. (Zug und Biegung). Für eine Last von 60000 kg soll 
ein Doppelhaken hergestellt werden. 

Der Querschnitt des Schaftes soll kreisförmig seilt, während der der 
Hakenkehle Trapezform erhalten soll. Das aua bestem Schweißeisen be- 
stehende Hakenmaterial soll im Schaft^ Kehle und im Gewindeteile nur 
mit 600 kg pro qcm beansprucht werden. 
Zu wählen und zu berechnen sind. 

1. Der Radius r der Hakenkröpfung, 

2. die Höhe h des gefährlichen Querschnittes, 

3. die dazu gehörigen Breiten b, und bj, 

4. der Kernduichmesser d, des Gewindeteiles und 

5. der Schaftdurchmesser dg. 
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Lösung : 

1. Der Radius r der Hakenkröpfung. 

Die in vorbeigehender Aufgabe für den einfachen Haken ange- 
nen Verbältnisse haben auch hier Geltung. 
Man wähle den Radius r nach der empiriecben Gleichung 

'=lb+— ^+»^=-.^+- 

„ = 97,5 ryi 100 mm. 

2. Die Höhe h des gefährlichen Querschnittes. 

Auch hier sei die Höhe h gewählt nach der Erfahrungsgleichung 
= z . r", wo z zwischen 1,8 und 3 li^. 
Mit s = 2,2 folgt 

h = z . r = 2,2 . 100 = 220 mm. 



8. DieBreitenbjUndbgdes gefährlichen Querschnittes. 
Während bei dem in Fig. 98 
dargestellten einfachen Haken die 
Lage des gefährlichen Quer- 
schnittes und damit auch der 
Hebelarm für das Biegungsmo- 
ment bekannt war, trifft dieses 
bei dem vorli^nden Doppelhaken 
nicht zu. 

Hier hat man insofern mehr 
schätzungsweise vorzugehen, als 
man entweder die Lage und die 
Abmessungen des gefährlichen 
Querschnittes wählt und die da- 
^ . durch festgelegte Materialspan- 
*> nung auf ihre Zulässigkeit kon- 

trolliert oder, daß man die Lage 
des gefährlichen Querschnittes 
schätzt und mit der gegebenen 
Flg. 100. Spannung direkt die gesuchten 

Breiten b^ und bj berechnet 
Der Rechnung sei die im § 13 Abs. 10,3 aufgeführte ' allgem^ne 
SpannuDgsgleichung 74 

zugrunde gelegt. 

Wählt man hier den zwischen dem gefährlichen Querschnitt und 
der Kraftrichtung liegenden Winkel 
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30 erhält man mit bezug auf die Fig. 60 und 100, nach den in voriiet^ 
gehender Aufgabe unter der Frage 3 b gegebenen Ausführungen, 
den Querschnitt 

^^ i-t-2 _ (z4-2)b . __ (g,2 -f 2) 220 , 
~ 2 'i-f l~(z-i-l)2" ^~ (2,2+1)2 ■ ^ 
„ = 144,876 b,, 
die Normalkraft 

N = Ol sin« = 25000Hiii 34<» = 25 OOO . 0,66 919 
„ = 13979,7 ~ 13980 kg, 
den größten Zugfaserabstand 

h 1 + 3 220(2,2 + 3) „„„„ 

den Kr&mmungshalbniesger 

p = r + e, = 100 + 90,79 = 190,79 mm, 
den Hebelarm 

»J = psinu= 190,79.0,06919 = 106,69 mm, 
das Bl^ungsmoment 

Mb = — Q,(} = — 25.000 . 106,69 = — 2 667 250 mm kg, 
den Abstand 

»; = — e,r= — 90,79 mm und 
die Hilfsgröße 

x = 0,l089. 
Werden diese Werte obeo eingeführt, so erhält man uijter Beachtung 
der Vorzeichen die auf der Zugseile des Querschnittes auftretende größte 
Materialspan nung 

^' f\ p ' xo r/ 



144,375b, V 190,79 ^■^0,1089.190,79" 100 /' 

Damit erbalten die Breiten b, und bj des Querschnittes die Ab- 
messungen 

llß561 



b, 160 160 ,„ 

Mri= 2;2qrr=35"=5°J^ 
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4. Der Eerndurchmesser d,. 

Da der TorlJegende Doppelhaken nur als rolcher benutzt werden soll, 
ist eine ezzentriecbe Belastung nicht zu berücksichtigen. 

Es folgt deshalb nach § 2, Gleichung 7 der Einführung 



Q = 



'i.'^u 



der EerndurchmeBser 



^'f-^-yj-»-!/^ 



„ = 1 ,1 28 y 100 = 11,28 cm . 
Damit erh&lt man nach der Tabelle von 
Oenindedurchmetvser Ton 

d = 4'/*" = 120,65 ) 
mit einem Kerndurchmeaser von 

d, = 108,84 mm. 



Whitworth einen äußeren 



Die zugehörige Mutterhöhe beträgt b, ^^ 121 mm. 
6. Der Durchmesser d, des Schaftes. 
£3 ist auch hier zweckmäßig, den Schaftdiucbmesser etwas gröSer 
als den Gewindedurchmesser zu wählen. 

Angenommen sei d, = 130 mm, 

welcher Wert bis zur Mittellinie der Hakenkehle auf 140 mm erh&ht 
werden kann, was jedoch nicht unbedingt nötig ist. 

24. Aufgabe. [Zpg nnd Biegang.) Ein stabförmiger Körper von 
rundem Querschnitt werde durch eine am Umfang desselben angreifende 
Kraft P auf Zug beansprucht. Die Eraftrichtung laufe 
parallel zur geometrischen Achse. 

Es soll angegeben werden, um wievielmal mehr der 
Körper unter dieser exzentrischen Belastung beansprucht 
wird, als wenn die gleiche Last zentrisch wirken würde. 
Lösung: 
Nach Gleichung 41 ist 

P , Mb . , d% 






©^ 



= P,J = P" 



und e^^d^=- ist 
Mit diesen Werten erhält man eine Mat«rialspannuiig 
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p'' 

_P^ 2 d_P 16P 

64 
P 4P P P 

4 

Dieses Resultat bes^, daß die vorliegende Belastung dea Körper 
5 mal so hocli beansprucht, als es bei zentrischer Belastung der Fall ist 

25. Aufgabe. (Drnck und Biegung.) Ein aus Schmiedeeisen von recht- 
eckigem Querschnitt hergestellter Ausleger von 1,6 m Länge sei am freien 
Ende mit 1,8 t belastet 

Das Eigengewicht dea 
Auslegers nebst den daran 
hängenden Teilen betrage 
schätzungsneise 400 kg, das 
zur Hälfte auf das Mauer- 
werk, zur anderen Hälfte S'eosa, 
auf die Belastung gerechnet 
werden soll, so daß am 
freien Ende eine Gesamt- 
last von 2 t in Frage kommt. 

Welche Breite und 
Höbe ist dem Ausleger an -pia. 102. 

der Ein spann stelle zugeben, 

wenn eine Material Spannung von 700 kg nicht überschritten werden und 
zwischen der Breite und Höhe des Querschnittes das Verhältnis 1 : 3 be- 
stehen soll. 

Lösung: 

Für diesen Belastungsfall gilt die im § 13 Abs. 4 aufgeführte 
Gleichung 46, die ihren größten Spannuugswert auf der Druckseite liefert. 

Man erhält mit bezug auf Fig. 102 

om=-Y " 

Psina Pcosa.l-f-Psina.d 



Psina (Plcosa-|-PiJsina)f) 
■" b 72b bTTb^ ' 
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p 

b'fl((a) = — — (b8ino!-|-3(j8ina-|-3l cos a), 

b= "l/__Z-^ [wna(b + 3iJ)+ Slcosa]. 
' 2öi(d) 
Diese Oleicbung läßt sich nähenmgsweise am zweckmäßigsten so 
behandeln, daß man sie unter vorläufiger Vemachlässiguag der unt«r der 
Wurzel stehenden Größe b benutzt und zahlenmäßig ausrechnet, womit ein 
Anhaltepunkt für die gesuchte Breite b gewonnen wird. 
Dieses Verfohren liefert dann den Näherungswert 

b = V _?2£2. [0,64279 . 3 . 60 + 3 . 150 . 0,766041 
f 2.800 ■' 

» = 2 ]/ 10 . 160 {0,64279 + 2,29812) 



^If' 



600.2,94091 = 8.2 cm. 



Da die unter der Wurzel stehende Größe b keinen groSen Einfluß' 
auf den Wurzelwert hat, sei nunmehr 

b = 8,& cm 
gewählt und unter der Wurzel eingeführt. Damit erhält man 

•> = y ^^ [0,64279 (8,6 + 3 . 50) + 3 . 160 . 0,76604] 
"~\ V^** (0,64279 . 1 58,5 + 450 . 0,76604) 
„ = ^ 1 /'l0(101,88 + 344,71) 



/ 10 . 446,59 = g y 4465,9 = 8,234 cm. 

Dieses nur wenig über dem Näherungewert 8,2 cm li^nde Resultat 
läßt erkennen, daß die gewählte Breite von 8,5 cm bereits zu groS ist. 

Man kann daher die Breite 

b = 8,2 cm 
beibehalten, mit der dann die H5he 

h — 2b = 2. 8,2 = 16,4 cm 
erhalten wird. 

NB. Bei diesen groikn Abmessungen würde es natürlich zweck- 
mäßiger^sein, dem Querschnitte ein Profil zu geben. 

26. Aufgabe. (Druck, Knickung und Biegimg.) Um den senkrecht ge- 
wachsenen Stamm einer Eiche von 80 cm Durchmesser ist in 16 m Höhe 
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«n SeU in der auB Fig. 103 ersichtlichen Weise gelegt, an 


dessen freiem 


Ende ein Zug von 1600 kg ausgeübt 


wird. Das Beil schließe mit der 


Achaenrichtung des Baumes einen Win 


kel von 40 Grad ein. 






der Zug- und Druckseite des am meisten 


<i-X0>*v 


beanspruchten Querschnittes auftreten? 


^^Jf I 




Lösung: 


; 


Das vorliegende Beispiel ent- 


j S^ / 






spricht dem in g 13 Abs. 4 unter 


jtJ / 








^ 4r^«^ 






zu dessen Berechnung die Glächung 46 


/ " 






unter Berücksichtigung der Gleichung 44 


:^-<9H1. 


eP-l500% 






**^('>-cosIal) 








zu benutzen ist. 








1. Die Spannung 0^,,) auf 


W/m 


mmi 


der Zugseite. 


Pig. 103. 


Mit bezug auf Fig. 103 ist 




<-», ^' +"«•+*'". 


-T + W'"«'i+''"*' 


■• =-^ + w(^'-+^^F,) 


■■ =-^ + a-fe(-- 


■' + ^) 


4 32 \ 


/ 


Pf, „/, . 1 0,5dcO8a\' 
^dcos« 8(hs.n«+ ;^^^^^J 


„ =:_l?-(dco8a — Shsina 


4dcosa\ 
cos (ab)/ 


4P /d 008 «(cos (ah) — 


$-8hsinol. 



worin nach § 13 Abs. 3b 

_ 180-|/P^ _ 180 1 /Fcosa 
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ISOO.WwiÖö _ 0,144 . 0,564 
.30» ^ 
= 0, 



1440 i/T 

''=rr:3o-'K- 



/i 50 cos 40' 

100000. Ji 9ti '"ö"'~»*w 

„=0,030806 
und 

coa (ah) = coa (0,030808. 1500) 
„ = coa 46,2090 = coa 46" 12' 32 
„ = 0,692038 
beträgt 

Führt man diesen Wert in die voretehende Gleichung ein, ao erhält 
man die gesuchte Zugspannung 

4.1600/30.coa40''{0,692038 — 4) „,^^. ,„o\ 
"*'"=- 30»TVl- Ö;692038 8 ■ ' 600 am 40o) 

„ = — -i (10,33—7713,48) 

,. ^- ^(- 7723,71)= -~j^- = 646,6 kg/gcn. 
2. Die Spannung ant, auf der Druckseite. 

Pa Mb(i)+M b(J) Pd 1 ,w j_M „u 

öi(a. = - -f Q *■ — ~ 7" ~ W * "^'^ + ''*^*' 

_ 4P/ dcoaa(cos(ah)+4) , ,^^. \ 
" ~ d»n\ eos{ah) -^onsina^ 

^ _ 4 . yOO / 30 . cos 40^ (0,692038 +11 , ^ , ^.qq ^^„.qo) 
30». 71 \ 0,692038 ^ / 

„ = — ^(155.82 + 7713,48) 

" =-^'869,30= — i^^ = -_556£kg/qcm^ 

27. Aufgabe. (Druck nnd Blegnng). Gegeben ist ein aus 2 gleich- 
langen Teilen hergestellter, einfach armierter Balken von 9 m Länge, 
dessen Queracbnitt eine Breite und Höhe von 18 und 32 cm hat. 

Die aus Rundeisen hergeatellten Zugstangen schließen mit dem 
Balken einen Winkel von 22" 40' ein. 

1. Mit welcher gleichmäßig verteilten Laat kann der Balken be- 
lastet werden, wenn die zuläaaige Beanspruchung des Materialea 
44 kg pro qcm betragen soll und 

2. welchen Durchmesaer erhalten die Zugstangen bei 7S0 kg 
Spannung ? 
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Lösung: 

1. Die Belastung Q des Balkens. 

Der vorliegende Belastungsfall Ist nach der im § 13 Abs. 9a ange- 
gebenen Gleichung f)6 



om = 



.T^- 



M„, 



© 



durchzuführen, worin das BiegungBmoment Mmu mit Hilfe der Gleichung 
54 festzustellen ist. 

Rechnet man mit dem in § 29 b Abs. 6 der EinfShrung angegebenen 
Biegungsmomente, so erhält man mit bezug auf Fig. 104 




<'i(di = -^Y + ~W', 



f«=bh, 



und W = 
Ql\ 



Q- "hh'diui 



j(4hcotga-|-31), 



4hcotgc + 31 4.32cotg22"40' + a.a0ü 



DiBiiizodb, Google 



TlBrta Anfgabengnippe. 

4. 18 .32' .44 _ 72.32'. 44 
^~ 32 . cotg 22'* 40' + 876 "" 76,623 + 67& 

72. 32*. 44 ^„,^, 
■■= 751,623 =Hli^ 
8. Der BurchmesBer d der Zugstangen. 

d = 1/15 = 0,664 1/^15^ = 0,6641/15: 
r nbi ' kl 4 Bin a f kiBiot 



' 750 sin 22"» 40'' 



88. AnfgAbe. (Eoicknng nnd BiegDDg.) Es soll in dem rorhei^hendeu 
Beispiele für die berechnende Belastung von 4316 kg das Biegungsmoment 
Mnuz unter Zuhilfenahme der genaueren Momentengleichung 54 

ij, _3i_{^ A 

""~ a*l, U8(al,) } 
festgestellt werden. 

In dieser Gleichung ist 

Q. = i!l« = ,079kg, 
1, = - = 2,25 m, 



•=yÄ=i 



„ = 0,000725 = 0,725 . IQ- «, 
co8(ali) = cos (0,000725 . 225) = cob 0,1631 25° 
„ = cos 9' 47" ~ cos 10' 
„ =0,999996 
und a»= 0,6266. 10-«. 

Mit dieeeu Werten erhält man 

1079 / 1 



Ma, 



0,6266 . lO-»,. 226\0,999996 

_J168^10^ ■ 

0,5256.450 ' 

863,2 .10 ., , . 
= = 36,6 cmke. 
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Dieses kleine Keeultat läSt erkeDDen, daß die vorstehende Gleichung 
nur bei größeren Stablängen Geltung bezw. Bedeutung hat, denn mit Zu- 
nabme der Länge tritt eme wesentliche Vergrößerung des BiegungB- 
moment«s ein. 

Für die in der Praxis vorkommenden Balken oder Träger genügt 
in der Regel der in Aufgabe 27 ang^bene Rechnungsgang. 

S9. Aufgabe. (Drock nnd Biegung). Ein mit 10 t gleichmäßig ver- 
teilter Holzbalken von 6 m Länge soll einfach armiert werden. Die 
mittlere Stützenhöhe betrage 50 cm. 

1. Welche Spannungen empfangen die einzelnen Teile? 

2. Welche Abmessungen erhält der Balken, dessen Breite cur 
Länge das Verhältnis 4 : 5 bilden und 60 kg Drackspan- 
nung nicht überschritten werden soll? 

3. Welchen Durchmesser erbalten die Zugstangen im einer zu- 
lässigen Mater! alspanuung von 700 kg? 

4. Welche Abmessungen erhält der aus Gul^eisen hergestellte 
Stützenquerschnitt für eine Druckspannung von 500 kg. 

Lösung: 

1. Die einzelnen Spannkräfte. 

Zunächst ist hier auf den Unterschied der Balken lagenmg der in 
den Fig. 104 und 105 dargestellten einfach armierten Balk^i aufmerksam 
zu machen. 

Während in Fig. 104 die Mittelstütze von C = 2.^ = ^ belastet 

wird und das größte Bi^ungsmoment nach g 23 b Abs. 6, Gleichung 
96 der Einführung zu bestimmen ist, sind in Fig. 105 die Verhältnisse 
zu berücksichtjgen, wie sie aus § 23 c Abs. 5 der EinfühniDg zu er- 
sehen sind. 

Im vorliegenden Falle kann die Mittelstütze als Einspannstelle be> 
trachtet werden, da die zugeböngen Bedingungen vollständig erfüllt sind. 
Dieser Stützendruck ist deshalb nach g 23 e Abs. 5, Gleichung 116 d^ 
Einführung 

„ = 6250 kg. 

Die beiden Endstützendrücke erliält man nach Gleichung 116 
daselbst zu 

A = B = Aq = A. 10000= I875kg^ 

Die Druckkraft Pb >>n Balken ergibt sich aus dem schraffierten 
Eräftedreieck zu 
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•^'üliUlüllJUJJi"^ i ■'"ULllJJil jj I lUJ^i'^ 

Fig. 105. 
Die gleichgroßen Zugkraft« P^ der Zugstangen betragen 



sma h lö^h 16^ h 

1/2^5* + Ü,6*_ 100000 



'16 



.10000--- 



0,5 



16 



- V6,5 ^ 6 250 . 2,55 



„ =15937,5~ 16940kg. 
2. Die Breite b und Höhe h des Balkens. 
Hier ist wieder nach § 13 Abs. 9a, Gleichung 55 



Ol») = — (^-j + 



W", 



vorzugehen, worin daa Biegunganioment Mm„ nach § 23b Abs. 6. Glei- 
cbung 117 der Einführung 
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zu bestimmen ist. 

Das Wideratandsmotnent beträgt 



oder b = -— = 0,8h ist, 

_ 0,S ■ h . h' _ 0,4 h» 
6 ~ 3 ■ 
Setzt man die Werte ein, so folgt 

f Fl. , ää \ / Ph aQ.i \ 

bh"'"0,4h'' / lu,8h>~'" 12,8h»/ 



r 12,8 öKd) 

Wählt man nun für das iiiit«F der Wurzel stehende h einen Schqtzungs- 
betrag von 30 cm, so erhält mau unter Vernachlässigung des Vorzeichens 
_ Y/T eT 30 ■1562 54^1 0000.500 _-|/3. 8.2Ü.2(7812,5+312,5 .5Q") 
~y "12,8.60 ~~y 3.8.0,«. 2. 2i( 

Die Höhe kann also mit „h = 30 cm" zur Ausführung kommen, 
womit dann die Breit« 

b = 0,8h = 0,8 . 30 = 24 cm 
beträgt. 

3. Der Durchmesser d der Zugstangen. 

Um nicht einen zu hohen Durchmesser zu erhalten, ist es zweck- 
mäßig, zwd Stangen nebeneinander anzuordnen, deren jeder ein Durch- 



T/ii = 0,664l/2^f_0,564l/^-^ 
r 2rek, r k^ Y 700 

. . Disiiizodby Google 



5940 
700 
„ = 3,8 cm 
zu geben ist. 
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4. Der Querschnitt f der Mitteletütze. 

Da diese Stütze keine allzugroße Länge hat, ist der Querschnitt 

nach der anfachen Druckgleichung 

C = fkd 

EU berechnen, woraua 

, C 6260 ,„, , 
f = = =12,5 cm' 

kd 600 — : 

folgt 

Wählt man ane Rippenbreite b gleich der 3 fachen Dicke, so er- 
hält man 

f = 2db — d« = 2(J. S<J — iJ« = 6(1«, 

d = ]/| = yi|^ = VP = 1,58 ^ l;6_cm 
und b = 3J = 3 .1,6 = 4,8 cm . 

80* Auff^abe. (Dnick and Biegung.) Ein zwei&ch armiert«r Trfiger 
VCD 8,1 m lÄnge soll als Deckenunterzug für eine gleichmäßig verteilt« 
Last von 18000 kg hergestellt werden. Die beiden Mittelstützen haben 
eine Länge von Im. 

Es sollen die gleichen Fragen beantwortet werden, wie sie aus der 
Aufgabe 29 zu ersehen sind. 

Lösung: 

1. Die Spannkräfte der einzelnen Teile. 

In diesem Falle handelt es sich um einen durchgehenden Balken, 
der auf 4 in gleicher Höhe liegenden Stützen gelagert ist. 




Fig. 106. 



""^A^ft 



Die über die Länge des Balkens sich gleichmäßig vertmlte Last Q 
konzentriert sich auf die vier Lagerstellen, von denen zur Berechnung 
der Stabspannungen nur die bei C und D wirkenden Belastungen 
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C = D = l,.f=uH5»? = 6600Jg 

m Frage kommen, da die bei A und B wirkenden Lasten 

A = B = 0,4| = 0,4. i^ = 24(»tg 

lediglich auf die Auflager entfallen. 

Die in den Zugstangen 1 und 2 auttretenden Zugkraft« Pe, und 
Pif, BOvie die den Balken beanspruchende Druckkraft Pb ergeben sich 
aus dem in Fig. 106 schraffierten KrÜfledreieck , und swar beträgt die 
Zugkraft P^ 

^^''-^nr^-h-h'^-hK W +^ 
1, 

- 1«= 6600 V'8;29= 19001,4 

„ =rv. 19000 kg. 
die Zugkraft ?„ 



Tm^ 



u C C Ol 6600.8,1 ...„„ . 

»/, 

die Dnckkiaft Pb im Balken 

Ph = — P,g = — 17B20 kg. 
2. Die Breite b und Höbe h des Balkens. 
Kach § 13 Abs. 9 a, Gleichung 56 ist 

Hierin beträgt das hä C und D auftretende größte Biegungamoment 

5 i 

"" 10 90 
und das Widärstandstnoment, wie in Aufgabe 29, nänilich 

Mit diesen Werten erh&lt man 

°*'>~ \ bli"^0,4h' /"" Vo.eh" "•" 12I1V 



, FHUgt.it)1«1>r« n. 
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Ph4-0.8 
9,6 h» 



^ il _ 1 2hFh + 0.8Q l ^ _ ■i/ 4(ahPh + (i,2Ql) 

' " 9.6ai[d) " t^ 4.2,40i(d) 

^ -[/ 3hPh + 0.2Q l 
' 2,4ffi(d) 

Setzt man für das unter der Wurzel stehende h schätzungsweise 
den Wert h = 32cm ein, so erhält man unter Vernachlässigung des nur 
auf Druck beanspruchung hinweisenden n^atjven Vorzei<^ens 



l, _f/3^32 . 1 7 820 + 0, 2.18000.810 iVa . 4. 6.8. 3(1188 + 22.6.90) 

^ 2,4. bü ~y 2,4.60 

„ = 1^10(1188 + 2025) = t^32 1 30 ^ 3 1 ,8 = ~ 32_cni. 
Die Breite beträgt dann 

b =0,8 h = 0,8 . 32 == 26,6 r^ 25 cm. 
3. Die Durchmesser dj und dg der Zugetangen. 
Ordnet man auch hier zwei Stangen neben^nander an, so erhält jede 
Blange einen Durchmesser von je 



' :.k. 


= 0,6641/5 


, 19U00 

700 


= 0,564 l/i 


4,165^4,2 cm und 






fk, = i 


,i!5k. = ä 


!^k. 






= 0,664 y^ 


17830 

700 


= 0,564]/- 



„ = 4,025 rv, 4 cm. . 
4. Der Querschnitt der beiden Mi ttelstützeu. 
Wählt man auch hier kreuzförmigen Querschnitt, dessen Bippenhöhe 
gleich der 7 fachen Dicke sein soll, so genügt auch in diesem Falle die 
einfache Druckgleichung 

C = fkd, 

^fefl ~ 500 " a , 

folgt. Damit findet man die Dicke d und Höhe h der Bippen : 
f=2hd — d»=2.7d.d — d*=13d», 
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und h= 7d = 



= 7 cm. 



31. Aufgabe. (Druok und Knickung.) Zur Aufnahme einer Trans- 
missioDBwelle nebat Lager im Gesam (gewichte von 8000 kg soll an einer 
hohlen, gußeisernen Säule von 30 cm äul^rem Durch- 
mesaer bei 4 cm Waudstärke eine Konsole augebracht > 
werden, deren Tischplatte vom Fuße der Säule einen Ab- 
stand von 4 m hat. 

Welche größte, von Mitte Säule bis Mitte Welle 
zu messende Ausladung darf die Last erhalten, wenn 
200 kg/qcm Spannung auf der Zugseite vorgeschrieben 
ist und eine andere Belastung auf die Säule nicht 
einwirkt? 

Lösung : 

Xach g 13 Abs, 3 b, Gleichung 4ö erhält man 
im vorliegenden Falle 

/P- Mb(j) A^ P I M^J) 



f 



^m = - 



180 n/ P 180 l/' 



Wco9(ah)' 



Ikl 



E(D._d.)- 



180 



0,&64 



y= 



8000 . 64 



1000000 . (30* — 22* 
„ = 0,030489, 
co3(ah) = co3(0,030489.400 = cos 12,1956" 
= co8 12" 11' 31,2" = 0,977447, 
Mb(.)) = Pd, 

D* — d* 71 30*- 





"- D 32 


30 " 








undf = (D" — d')j = (30" 


-22') 2 


= 326,73 


cm* 


»gl. 

Diese 


Werte eingeführt, gibt 
P , Pi) 
°« t+Wco»(ali)' 
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\ "*"326,73/ 8000 

„ = (200 + 24,49) 0,23448 = 224,49 . 0,23448 
„ = 62,64 <-vj 62 cm. 
38. Anfj^abe. (Zug und Biegnug.) Eine aus Rundeieen von 3 cm 
Durchmesser hergestellt«, 8 m lange Zugstange werde mit 4000 kg be- 
ansprucht. Das spez. Gewicht des vorliegenden Materialee sei 7,8. 
Welche Bi^:ungaep&nnung Ot, erleidet die Stange 

1. bei Berücksichtigung der Zugbelastung, 

2. bei YernachläsBigung der Zugbelastung und 

3. welchen Wert erreicht die größte MaterialBpannung ai7 
Lösung : 

1. Die BiegungsBpannung Ob bei Einwirkung der Zug- 
kraft P. 

Jein Aus der Biegungsgleichung 68 

/—^&B.d = 4-**"—-^ — /-'<*% der Einführung 

r-^'*"— "* t.i« J Q 

Fig. 108. 'Mna ^ - Ob 

folgt mit bezug auf § 13 Abs. 9 b, Gleichung 56 
M™ e„ 

„ = « A(i l_] 

© an \ CM(al)/ 

„ = i^L(i__'_\_E^(i L_\ 

&P_,\ Cos(al)/"~ P \ Co8(ai)/' 



e = - = ^ = l,5cm. 
E= 2000000 kg/qcm, 
p = fl.y = ^l^^ = ^^^.a0.7,8 

„ = 5,5107(^6,61 kg pro lfd. m 
„ = 0,0661 kg pro lfd. cm, 
„ d*rt 3*71 81.71 



64 64 


64 


3,974 cm», 


-[/ P -1/ 4000 
'ES »2000000.3,974 
0,02243, 


-y 
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□ach § 13 AbB. 1 



Cos(al) = -Ce" + e->) = - 



„ =3944,5 ißt. 
Mit diesen Werten erhält man 

1,6.2000000.0,0661/ 



1_\ 

3944,6/ 



"" 4000 

„=41,326(1— 0,00026)= 41,325. 0,99976 
„ = 41,31 kg/qcm. 
NB. Bas zweite Glied in der Klammer hat hier einen so kleinen 
Wert, daß es auf das Resultat so gut wie keinen Einfluß hat Man 
hatte deshalb die gesuchte Spannung auch nach der einfacheren Gleichung 69 
bestimmen können. 

2. Die Biegungsspannung ff], ohne Einwirkung der 
Zugkraft P. 

In diesem Falle hat mau es mit den im § 23 Äba. 6 der Einfüh- 
rung aufgeführtem Belastungsfall xu tun, für den die Gleichung 96 der 
Einführung 

M_ = ^ = Pj^ = Ei^ = M^' = 6,M.8 

„ =44,08 mkg = 4408 cmkg 
gültig ist 

Damit erhält man nach der im § 14 Abs. 1 der Einführung ge- 
nannten BiegUDgsgleichung 68 die gesuchte Spannung 

Mm« = - ffl» 
M„, 

3. Die ideelle Spannung Oi. 

Die auf der Zugseite auftretende größte Spannung aifi) erhält man 
nach § 13 Abs. 9b, Gleichung 57 zu 

P , M„„ . , d«Ji 3% 

OiM=j+-ö-«^ worin f= — = -^ 



= 7,0686 qcm beträgt, 
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vierte Aufgaben gruppe. 

''m = ^^ + 41.31 = 565,9 + 41,31 

„ =607,21 kg/qcm. 

33. Aufgabe. Ein aua Rimdeisen von 1 m Länge und 1 cm 

;hmesBer hergestellter Stab werde mit 15 kg in der Achaenrichtung 

so auf Druck beansprucht, daß der Angriffspunkt der Kraft 

vom Schwerpunkte des Querschnittes einen Abstand von 

' i mm hat. 

Welche Durchbiegung wird das freie Stabende er- 
leiden ? 
Losung: 

Nach der im § 13 Abs. b angegebenen Elastiziläte- 
gleichung erhält man die Durchbiegung 

ilg. 109. *0"n ^ = ^'* <""' 

1 = 100 cm, 

„ = 0,05 cm*, 
E = 2000000 kg/qcm, 

180-i/~P 






n r E0 ji C 2000000.0,05 

„=0,7021 
und co8(al) = cos (0,7021 . 100) = cos 70,21« 
= cos70'']2'36" = 0,33858 iet. 
Diese Werte eingesetzt, gibt 

' = ''(o;3F8F8-')='"«'-'» 
„ = 1,953 d = i ,953 . 0,4 = 0,7812 ~ 0,8 cm. 



84. Aufgabe. {Druck und Drehung.) Es soll der Druck bestimmt 
werden, den man mit der Spindel einer Presse von 10 cm Kemdurch- 
messer ausüben kann, wenn der Reibungskoeffizient zwischen Spindel und 
Pießplatte als auch zwischen Spindel und Mutter mit 0,1 angenommen 
wird. Die Materialspannung soll 5 kg nicht überschreiten. 

Lösung; 

Hier vereinigt sich nach Gleichung 67 eine Druckspannung mit 
einer zusammengesetzten Torsionsspannung. Um die letztere bestimmen 
zu können muß man erst die als Tora Ion sniomente in Frage kommenden 
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Beibmomente zwiscben Spindel und Freßplatte, desgleichen zwischen 
Spindel und Mutter berechnen. 

1. Das Reibmoment Mti zviBchen 
Spindel und Preßpatte. 

Nach einem Satze der Mechanilc erhält man 
das gesuchte Moment Mh zu 



..0,1 



10 



P ^ - P cnikg. 



2. Bas Reibmoment Mts zwischen 
Spindel und Mutter. 

Mit bezug auf beistehende Figur ^hält man 
das für den mittleren Umfang des Gewindes gül- 
tige Reibmomeut 
Mta = H.R, worin der mitüere Radius 

R=i(d, + t)^i{d.+i)=l.i,md. 

R= 0,5625 d„ 
die Steigung 




md die Horizontalkraft 



s = 2 . t = 2 .0,5625 dj = 1,126 d, 



2R?i — sfi^ 



2R71 



t*t 



_ 1,125 d, + 2 . 0,5625 d, . 71 ■ 0,1 „ 
"2.0,5625di.fi— l,!25d, .0,1 
_ 1,125 di(l +0,1 TT) p _ 1—0,314 _ 
1,125 dl {/i — 0,1) ~ 3,14 — 0,1 
0,6 f 



3,04 



P = 0,2257 F ist 



Diese Werte eingesetzt, liefert ein Reibmoment von 

Mta = 0,2257 P . 0,5625 dj = 0,2257 . 0,5626 . 10 P 
„ =l,27Pcmkg. 

8. Der Schraubendruck P. 

Wie bereits gesagt, hat. hier die Gleichung 67. Geltung. Damit 
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ertiält man, für m ^ — , den grßSten Wert aus 

Ol = 0,35 Od + 0,66 v'ffa» + 4(aoTl*. 
Hierin beb%t die Druckspannung 

P P 



die Schubspannung 



„ = 0,01274 P kg/qcm, 



M.. + M. ?'■ + ■■"'' 
Wp ~ dl' ff 
16 
_ (1+3,81)16 
3 . lU'rt 
„= 0,00817 P kg/qcm 
nach Gleichung 16 

ffa 0,01274 P 



"1,3 t 1,3. 0,00817 P 
„ = 1,19 ~ 1,2. 
Der Schraubendruck P ermittelt sich nunmehr zu 
ff, = 0,35 . 0,01274 P + 0,66 V (0,01274 P)« -j- 4 (1,2 . 0,00817 Pj» 
= P(0,36. 0,01274 + 0,65 v'0,01274«+4. 1,44.0,00817») 
= P (0,004469 4- 0,65 >' 0,0001623 + 0,0003846} 
= P (O,004459 + 0,65 V 0,0005468) 
=:P (0,004459 4-0,0152) 
= F. 0,019659, 

P = "' _ ^00 _ Oft 4-10 kff 
0,019659 0,019659 "" ^' 

Fünfte Anfgabengrnppe. 
. Zu § 14. Das Zasammenwirken TeTschiedenartiger Schnb- 
spannungen. 
35. Aufgabe. [Sehnb und Torsion.] In dem rechteckig geformten 
Endzapfen einer Welle ist pendelartig ane Flacbeisenstange von 1,B m 
Länge befesügt, an deren Ende ein Gewicht G = 400 kg hängt. Die 
Welle macht 70 Umdiehungeu pro Minute. 
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I3s ist der Reihenfolge nach zu beeljmmeii 

1. die Umfangsgeschwindigkeit v des Qenicbta, 

2. die SchnuDg- oder Zentrifugalkraft P, 

3. die Breite ß und Dicke d der Zugstange ba 4 kg Material- 
beanspruchuug und dem Verhältnis ß^2d, 

4. die Breite b und Höhe h des Zapfens, dessen höchste Bean- 
spruchung 100 kg betragen, v&hrend b : h = 2 : 3 sein soll, und 

5. der Durchmesser d der Welle, auf der der rechteckige Zapfen 



Lösung: 

1. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichtes. 
_ 21n.n _ 2.1,5.n: .70_ 
^~ 60 ^ 60 

ä. Die Schwung- oder Zentri- 
fugalkraft P. 

F = m . p, worin die Masse m =s — 
B 

und die Beschleunigung p = -r- 

bedeutet. 

Damit erhält man 
p_G ^_ *20 11! 
~ g ■ 1 ~ 9,81 ■ 1,6 

= 3289,8 rv. 3290 ^. 
8. Die Breite ß und Dicke i der Zugstange. 
P = f.k,=,?d.k, =2rf.)J.k,=2d».k„ 
. _ t/"P" __ 1/ 3290 
" f 2k, ~ 1^ 2.400" 
und (J = 2d = 2 . 2 = 4 cm. 

4. Die Breite b und Höhe h des Zapfens. 

Ifach der im § 14 Abs. 3 genannten Gleidiung 88 folgt: 

"2bh ' 




Kg. 111. 



;;=2,0 



»'■ = iiu^ PH 



ib:h = 3:3 



oder 



jh. 



betzägt. 

Diese Werte eingesetzt^ liefert 



Mt = G.l 
und (Fl ^ 400 kg/cm* 
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40, V^ 2h/- 

in der KJammer atehec 



3G1\ 

Wählt man für das in der Klammer atehende h schätzungsw^se 
den Wert S cm, bo erhält man 



-100 



182,9 = 7-11 ,532 = 3 . 2,883 = 8,649 nu 9cm. 

Wie daa Resultat erkennen läßt, kann der Schatzunganert beibe* 
halten werden. 

Damit beträgt dann die Breite 

b = -h=-.9 = 2.3 = 6cm. 

5. Der Wellendurchmesser d. 
Mit bezug auf Fig. 111 iat 

d» = b' + y=(|h)* + h'i = ^h» + h« = ^h», 

d = yi3p = ^]/^ = ^. 3,606 = 9.1,202 __ 
„ = 10,818^^ 10,8 cm. 

Sechste Äufgabengrnppe. 
Zu § 15. Zusammenwirken Terschiedenartiger Normal- und 
Schub^pannunf^en. 
36. Aufgabe. (Zug nnd Torsion.) Das Laufrad einer Turbine über- 
trage seine Bewegung auf die in Fig. 112 dargeat^te hohle, gußeiserne 
Welle, die sich mittelst eines Oberwasserzapfens auf eine schmiedeeiserne, 
masaive Säule von i m Länge stutzt, deren Belastung sich aus den Ge- 
wichten ' 

1. der Hohlwelle nebst der Laterne und dem damit verschraubten 
Wellenstück samt Kegelrad, 

2. dem auf der Hohlwelle sitzenden Turbinenrad und 

3. der über dem Lauf- bezw. Leitrad stehenden Wassersäule zu- 
sammenstellt. 

Die Belastung der Standsäule sei mit 6000 kg gegeben. 
Die Leistung der Turbine soll bei 40 Umdrehungen pro Minute 
60 FB betragen. 
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1. Welchen Durchmesser d^ muß die Standeäule bei 20facher 

Sicherheit erhalten ? 

2. Wie groß wird der äußere 
Durchmesser D der Hohl- 
welle, deren Uchter Durch- 
messer d um 20 mm größer, 
als der Säulendurehm esaer 
sein und die ideelle Span- 
nung (jj den Wert von 
200 kg nicht üherschr^ten 

HOU? 

Lösung : 

1. Der Durchmesser d, der 

Standsäule. 

Nach § 26 Abs. 2, Gleichung 142 
der Einführung erhält man 

_ (tf ?i* . , 

P = u, wonn tu ^ 1, 

mal* 



^nd l^h:=400 cm ist 
Diese Werte angesetzt, liefert 
dj*?r 

p w fi* 64 <tf7i'd ,* 

m ah" mah^64' 



/ p.n„l.-64 _jy^ 



l.Jl" 

_ n'/60() . 16 . 64 ..„_ ,„ 
" — y ^ = 11,87 ^12 cm. 

2. Der Außendurchmesser D der Hohlwelle. 
Der Durchmesser D ist als die einzige unbekannte Größe aus der 
zusammengesetzten Gleichung ! 



.ndli 
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zu ^mltteln , was jedoch eine für die Praxis zu umständliche Rechnung 
bedingt. 
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Um die Sache einfaclier zu gestalten, bestimme man zunächst deo 
Durchmesser D aus der im g 26 Abs. 3 der Einführung entwickelten 
Tornonsgleichung 14ß 

Mt=:WpX, 
in der die Torsi oneapannung t ^ 150 kg pro qcm angenommen werden kann. 

Setzt man femer nach Gleichung 149 der Einführung das Torsions- 
moment 

Mt = 7 16 200 — = 716 300 ^ = 895 260 kgmm. 

„ =89525 kgcm 
und das polare WiderBtandsmament 

worin das im I^enner stehende D, infolge seines geringen Einflusses am 
Oesuntwerte, vorübergehend gleich d angenommen worden ist, so er- 
hält man 

„ =:0,2(D«— 14»)t. 
woraus dann 



V 0,2t^ V 0,2.150^ 

„ = ]/2984,16 + 2744 = VB728,16 = 17,89 fv. 18 cm 
folgt Führt man nun diesen Wert für das in der oberen Biegunga- 
gleichung im Nenner stehende D ein, so erhält man weiter 

,=0,2(d.-^),. 



r 0,2 T ^ 18 ' 0,2 



0,2 . 160 ~ 18 
„ = V2984,16 + 2134,22 = Völ 18,38 
„ = 17,83^ 17,6 cm, 
welcher Wert nunmehr in der oberen zusammengesetzten Spannungs- 
gleichung eingesetzt werden kann, um festzustellen, ob die Spannung oi 
innerhalb der vorgeschriebenen 200 kg liegt oder diesen Wert möglichst 
'cht. 

Man findet daher 

fürm!=y: (n = 0,35a, +0,66yff.» + 4(Oot)', 
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P P 6000 
wonn ai = -f = — = 

(D«-d^)J (17,5»- U«)^ 
24000 



- = 69,3 kg/qcra, 
= 160 feg/< 
und «o 



1 10,26 Ji 
T = 160 feg/qcm 



1,3 t 1,3.150 
betreg:t. 

Diese Werte eiogeSetzt, liefert die Spannung 

a, = 0,35 . 69,3 + 0,66 y69,3» + 4{l. 150)« 
„ = 24,266 + 0,6& ^4802,49 + 90000 
„ = 24,356 + 0,65 V94802,69 
„ = 24,256 -f- 200,1 = 224,356 r ^ 224 kg/qcm. 
Da dieses Besultat bereits die vorgeschriebene Spannung von 200 kg 
überschreitet, ist es notwendig, den Dturchmesser D etwas größer zu wählen. 
Ein Wert von D ^ 17,6 cm würde den Verhältnissen vollkommen genügen. 
NB. Wird die Welle durch etwaige Querkräfte, i. B. durch Zahn- 
druck, einseitige Beaufschlagung et«., auch noch auf Biegung beansprucht^ 
so hat man nur die Normalspannungen, im vorliegenden Falle also die 
Biegungaspann ung mit der Zugspannung, zu addieren und den so erhal- 
tenen Wert in die vorstehende zusammengesetzt« Spann ungsgleicbnng ein- 
zusetzen. 

S7. Aufgabe. (Biegung und Abscherang.) "EÄa schmiedeeiseruer 8^m- 
zapfeu werde mit 6000 kg l>eaDsprucht. Die Materialspannung sei mit 
6 kg pro qnun angenommen und der spez. Flächendruck betrage 0,3 kg 
pro qmm. 

Welchen Durchmesser erhält der Zapfen 

1. bei Berücksichtjgung der Biegung all^n und 

2. bei Berücksichtigung der Bi^;ung und Abscherung? 
Lösung: 

Zunächst ist das Verhältnis zwischen der Länge und dem Durch- 
messer des Zapfens festzustellen. 

Mit bezug auf die in der Einführung Beite 189 und 190 aufge- 
führte Aufgabe 47 ist 

1 n /0,2 kb 1 /0,2 . 6 -i/lÖ , „„ 

1. Berechnung auf Biegung. 

Nach § 14 Gleichung 58 der Einführung folgt 
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a 



T— L- r, 2 32 "" 



S«oliale Aufgabeogruppe. 
S^kb, wonn Mb = Y = -^ 

und W ^ — — ist, 
Pod i>„ , 



d% 



n«. 113. d = l/HZ^ = 4 . 0,564T/?i 

r Jikb r kb 



d = 2,266-|/5%M? = 22,66, 

2. Berecknung auf Bieguog und Abacl 

Nach Gleichung 92 er^bt sich für m^ — 

ßi = 0,35<ib + 0,65 y(fb* + i(aoT)*. 
n nach § 12 Aba. b, 2 

_4 P_4 _P__16 _P_ 
'~3*f ~3'd»?T~ 3 'd»?!' 
4 
«0=1 

pi 
_Mb_ 2_ Fffld 
'^~" W~d»7r~„d% 



18,2 = 96,24 mm. 
erung. 



- beträgt. 



^+»-yesr+*(^y 



= 0,5i|5(0,7o + l,3.iV9.1,82» + 4 
d*ji \ '3 ' 

= ^ {0,7 . 1 ,62 + 0,43 y38,8116) 
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Y Ttai V 5 

„ = 6,64 V'äÖ2 = 98,01 f^ 98 mm. 
88. Aufgabe. (Biegnng und Torsion.) Welchen Durchmesser wird 
der vorhergenannte Stirozapfco erhalten, wenn Biegung und Torsion in 
Rechnung gezogen werden soll. Der zwischen Zapfen und Lager auf- 
tretende Reibungskoeffizient betrage 0,1. 
Lösung ; 





Nach Gloobung 
Hierin ist 


98i.lfilin,=^ 








:0,36Mi + 0,6B)'Mi> + (o, 


M.)>. 








M„=3^0„ 










„ P.l P.od 










M. = P^.^ 






gnd 


Damit erfiält maj 
Mb, = 0,36 


«.= 1. 








^+»-ym^ 


(P. 


■IT 




„ =0,36 


^ + 0,65^y?+^. 








-^- 


Pd (0,7 0-1- 1,3 Vo" + p'), 

















- Pd (0,7 . 1,82 -|- 1,3 ^1,82'-)- (VP) 
röi = 0,5P(l,274-|-2,37), 



j^y o,6.16.P.3,644 ^^ ^^^^-1/ 1,8220. 5000 
y Ji.ai ¥ 5 

„ = 2,356 1/1822 = 96,3 mm . 

39. Aufgabe. (Biegnog, Abscberang und Torsion.) Wie groß wird 
der Durchmesser dea in Aufgabe 36 genannten ßtimzapfens, wenn Biegung, 
Abscherung und Torsion in Rechnung gestellt werden? 

Lösung; 

Hier hat man in erster Linie die beiden Schub Spannungen nach 
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§ 14 Abi. 1 ZU Bummieren. Nach der daselbst aufgestellten Qleicbung 86 
erhält man die zueam mengesetzte SchubspaiiDung Ob die hier mit r be- 
zeichnet sein soll, 

18 /P , MA 

Setzt man diesen Wert in die Qleidiung 93 ein, 80 erlijilt man für 
10 

■»=¥ 

Ol =0,36<>b + 0,66V'iIb' + 4((<ol)' 



" = O-^^ W + "■«' ^ V(3.). + (. + 3rt' 
, = 0,6 ^ (o,7o + 1,3 ■ ^ y(3.1,82)' + (2T)-3.0,l)') 
> — ^ (0,7 . 1,82 + 0,43 VsMÖie) 
.,=^(1.274 + 2,648), 

,^y8PÄ822^ yTjgp 

. = 1,128 •|/i^iip2°°_,,,28y76« 



40. Aufgabe. (Biegong and Torsion.) Auf dem 0,7 m langen, frei- 
tragenden Ende einer scbmiedeeiBernen Welle eitzt eine Kiemenscheibe vom 
Radius 800 mm, mittelst der eine TJmfongskraft von 260 kg zu über- 
tragen ist. Das Gewicht der Riemenscheibe betrage 300 kg, der gesamte 
Riemenzug von rd. 3 P wirke senkrecht abwärts. 

Welchen Durchmesser muß man der Welle geben, wenn sie eine 
Materialspannung von & kg erhalten soll? 

Lösung: 

Nach der nur für Schmiedeeisen und Stahl gültigen Gleichung 99 
erhfilt man zunächst das ideelle Biegungsmoment 



Disiiizodby Google 



Du ZusammeairirkeD verachiedeBurtiger Normal- Dnd Scbabapaniiungen. 



Mbi = 0,35 Mb 4- 0,65 VMb» + Mi». 
Hierin ist Mb = {3P-|-G)l = (3. 250 + 300)1 

„ =10501 = 1060.70 = 73500 cmkg 
und Mt = PR = 260 . 80 = 20000 cmkg. 

Die Werte eingesetzt, gibt 
Mbi = 0,85.73500 + 

+ 0,66 V735O0*+20OÖO» 
„ = 35 , 735 + 65 V735*-|-200» 
„ =26726 + 49512 
„ =76237 cmkg. 

Damit erliält man nun einen Wellen- 
duichmeaser von 

d% 



-J.<ll«v- 



Mbi = Wkb! 



-kb~0,ld"kb, 



9 



' 0,lkb 
„ = 11,46 cmf-sjll5 mm, 



fo!|gI=VBÖi» 



£i««5 



NB. £s iet zweckmäßig, die im 58. Beispiel der Einführung 
nur auf Biegung berechnete Achse mit Hilfe der zusammengesetzten 
Festigkeit nachzurechnen. 

41. Aufgabe. (Biegnng nod Torsion.) Welche freitragende Länge 
kann eine 90 mm alaike Welle erhalten, wenn die gleichen Verhältnisse vor- 
li^en, wie in der vorhergehenden Aufgabe angegel)en sind. 
Lösung: 

a) Bei genauer oder direkter Rechnung. 
Wiederum von der Gleichung 99 ansehend, erhält man 
Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VMb« + M^ 
worin Mb = (3 P + G) 1 = 1050 1, 

Mt = PB = 20000 cmkg 
und Mbi = ~0,ld8ki beträgt. 
Damit folgt weiter 
0,1 d« kj = 0,36 . 1050 1 + 0,66 V(l0501)«+20000». 
(0,1 d»ki — 367,5 1)» = 6,6* (10,6*1* + 200») 
0,01 d< k,» — 73,5d» ki 1 + 367,5» 1« = (6,5 . 10,5)» 1» + (6,6 . 200)», 
(68,25« — 367,5*)!»+ 73,5 d'kil + (1300» — 0,01 d'kj>) = 0. 



^ —73,6 d» ki ± y(73,5 d» kj)» ~ 4 (68,25*— 367,6*) (1300» — 0,01 d^kj*) 



i8,25» — 367,5») 



Wehnart, Futlgtaltaltbr* IL 
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- 73,5 . 9». 5()Q± y(73,5 . 9° . 500)' + i . 1304UQ . (1300'— 0,01 . d'bOG '] 

— 2.130400 
_ 500 [— 73,5 ■ 729 ± y (^6 ■ 729^+581600(2,6' — 0,01 .631441)] 
" . —260800 

_ — 63581 5 + 1^2871 .10^ — 621,6.10^.6307,65 
"" —521,6 

_ 100 [— 5368,15 ± 3 Va 19 0000 — 621 ,6 . 68.974 ] 



3 [— 1786,05 ± VsigOOOO — 30760 ] 

— 3.l,7a87 
1 786,05 ± 1/3069240 



*1,7387 
1786,06 — 1749 37,05 



1,7387 . 1,7387 



= 21,3 r^ 22 ( 



Der zweite Wert der quadratischen Gleichung, der auoh positiv ist, 
hat nur mathematische Bedeutung, praktisch ist er unDiÖglich. 

ll) Bei angenäherter oder indirekter Rechnung. 
Mit Hilfe der Ärmäherungsgleichung 100 erhält man unter der vor- 
läufigen Annahme, da£ Mb]>Mt ist, 
Mb, =0,975 Mb + 0,25 Mt, 
worin Mb=; 10601, 

Mt = 20000 cmkg 
und Mbi = r^0,ld'k, = 0,l. 9*. 600 = 36450 emkg ist. 
Die Werte eingesetzt, liefert 
Mbi = 0,975. 10501 + 0,25 Mt, 

-0,25Mt 36450- 0,2&.20000 



U 



0,975.1050 0,975.1060 

36450 — 6000 314S0 



30,72 cm nw 30 cm. 



0,975.1050 0,975.1050 

42. Aufgabe. Der größte Kolbendruck einer Dampfmaschine, der 
als konstant angenomnien sei, betrage 4000 kg. Es soll für einen Halb- 
messer von 40 cm eine schmiedeeiserne Kurbel hergestellt werden, deren 
Breite konstant und die Höhe des größten Armquerschnittes etwa der 
6 fachen Breite sein soll. Die Materialspannung soll 6 kg pro qmm nicht 
wesentlich fiberschreiten. 

Der aus Stahl hergestellte Kurbelzapfen soll mit 5 kg pro qmra 
beansprucht werden, während der auf die gleiche Einheit bezogene Flächen- 
druck 0,5 kg betragen soll. 
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Die Aua Schmiedeeisen gefertigte Welle soll infolge der ungünstigeu 
Beanspruchung mit 4 kg gegen Biegung und mit 3 kg pro qmm gegen 
Drehung in Rechnung gezogen werden, wobei ein, zwischen Lager- und 
Kurbelzapfenmitte gemessener Abstand von 36 cm gegeben sei. 

Im übrigen betr^e die PleuelstangenUnge das 5 fache des Kurbel- 
radius. 

Die Rechnung soll 

a) durch Annäherung, wie es praktisch vielfach geschieht, und 

b) durch genauere BerQckaichtigung der wirklich vorliegenden 
Verbältnisse erfolgen. 

Im wesentlicben sind folgende Fragen zu beantworten: 

1. Welche Bohrung erhält die Nabe der Kurbel? 

2. Welche Abmessungen sind dem Kurbelzapfen zu geben? 

3. Welche Stärken bezw. Durchmesser und Längen erhalten die 
Naben? 

4. Welche Breite und Höhe erhält der größte und 

5. welche Höhe der kleinste Armquerscbnitt ? 
Lösung : 

a) Angenäherler Sechnungsgang. 

Bei praktischen Rechnungen ist es zumeist üblich, den Kolbendruck 
ohne Rucksicbtniihme auf die veränderliche Richtung und die Länge der 
Pleuelslange, als Zapfendruck 
anzunehmen, der senkrecht zur r\^- 

Kurbel gerichtet ist, wie die :~ ^; j |. 

bestehende Figur 11 5 erkennen JLirrrrd]: tTni j^ 
läßt 

Die Arrnquerschuitte 
den hierbei 

1. auf Schub, nach der 
Gleichung 40 der 
Einführung 

P = f.k„ 

2. auf Biegung, nach 
der Gleichung 58 
der Einführung 

Mb = W . kb 



und 



3. auf Torsion, nach 
der Gleichung 146 
der Einführung 
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beansprucht, wovon in der Regel die Schubspannung ihrer Geringfügigkeit 
wegen außer Rechnung gelassen wird. 

Was den kleinsten Armquerschnitt betrifft, ist für dessen Berech' 
nung oftmals die TodpunktsteÜung der Kurbel maßgebend, in der das 
unter 3 genannte Torsionsmomeut als Biegungsmoment wirkt. 

1. Die Bohrung Do der Kurbelnabe. 

Da die Bohrung für gewöhnlich einige Millimeter kleiner als der 
Wellendurchmesser gehalten wird, ist zunächst die Berechnung des 
letzteren nöljg. 

Der Durchmesser der auf Biegung und Torsion beanspruchten Welle 
ergibt sich mit Hilfe der allgemeinen Gleichung 15 

öl = 0,36 ffb + 0,65 yV + 4(Oo«)' 
wie fo^: 

Die die Welle beanspruchende Biegungsspannung a^ betrSgt nach 
Gleichung 58 der Einfuhrung 

_Mb_F.a 
ffb— -^— Tjy. 

die TorsionsBpannung t nach Gleichung 146 bezw. 151 der Einführung 
_ Mt _ P.R 
*'" Wp~ W.W 
und das Anstrengungsverhältnis a^ nach Gleichung 16, für m^— , 

„ _ Ob _ Oh ffb ___t__,03 

m -^ T+' 

3 
Setzt man diese Werte in die zusammengesetzte Spannungsgleichung 
«n, so erhält man den Wellendurchmesser D wie folgt: 



4'+0,66^-l/.' + 4(a. 



R\' 



,=^.0,s(o,7.+ l 



,3l/.. + 4(.,03f)*) 



D = y — (0,7 • + 1,8 VF+IWE?) 
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2 + 1,3 . 10 1/1296 -{■ 1697,44) 
„ = 10 f 5 (262 + 13 l/S 993,44) 
„ = 10 ^5 (252 -{- 7 1 1,3) = 10 fö . 963,3 
„=10^4816,6=168,9^^ 170 mm. 
Die Bohrung D^ der Kurbelnabe sei nunmehr mit 
D„= 160 mm 
angenommen. 

2. Die Abmessungen des Kurbelzapfens. 
Da hier der spez. Flächendruck p und die Materialbeanspruchung 
ffb vollschrieben ist, so ist zunächst das zwischen der Länge und dem 
Durchmesser des Zapfens bestehende Verhältnis nach dem in der Ein- 
führung auf Seite 190 behandelten Beispiele festzustellen. 
Es beträgt 

Damit erhält man nach Lösung 1 desselben Beispieles einen Durch- 



d = -|/6.^.1="|/5Ä.l,414 = 20yiTT4 

„ = 75,2 r^ 76 mm 
und eine Länge 

l=l,414d = l,414.76 = 107,46~108 mm. 



3. Die Durchmesser und Längen der Naben. 

Für diese Abmessungen hat man Erfahrungsgleichungen aufgestellt, 
) den praktischen Verhältnissen vollkommen entsprechen. 
3o erhält man die Nabenstärken di und dg aus 

d, = 0,4Do 4-1=0,4. 160 + 1 = 64+ 1 = 65 mm 
d dg = 0,5 d = 0,5. 76 = 38 mm. 

Damit betragen die Nabendurchmesser Dj und Dj 
Dl = D(, + 2dl = 160 + 2 . 66 = 290 mm 
und Dg= d + 2.Ji,= 76 + 2.38 = 152 mm. 
Für die Nabenlängen hat man 

1. für die Nabe des Wellenzapfens 

•i^Dfl' "^°" <^^ Kurbel warm oder mittelst der Presse auf- 



Ii ^ 1,26 Dg, wenn sie kalt aufgebracht, d. h. nur verkeilt wird, 

Disiiizodby Google 



182 Sechste AnfgabcDgruppe. 

2. für die Nabe des Kurfoelzapfens 

Ij=:l,6d bis 1,76 d. 
4. Die Breite b und Hohe h, des größten Armquer- 
Bchnittes. 

Wie am Eingänge der Lösung bereits gesagt, sind die Armquer- 
schnitte auf Bi^ung und Toreion zu berechnen. Da nun aber, wie aue 
der Figur ersichtlich ist, das Torsionsmoment vom Hebelarm i^ ä. h. 
von der Zapfenlänge und der noch zu bestimmenden Ä.rmbreite abhängig 
iet, so iat ea zneckmäSig, für diese Breite vorläufig einen Wert auf grund 
der einfachen BieguDgsbeansprucbung festzustellen. 
Auf diese Weise erhält man 

Mb = Wat„ worin Mb = PRi, 

_bht'_ b(6b)' _25b' 
6 "~ 6 ~ 6 
und R,=R— ^ = 400— 145 

„ = 25Ö mm beträgt 
Damit folgt 

25 b« 



. n/6PE, i/6. 4000. 256 „, , „, 

b= 1'-^^= V - — ^T^-ü = 34,4 ~ 36 mm. 

' 2bab ' 26.6 

Der Hebelarm k erhält nun einen Wert von 



wo für die Anlaufbreite x eia Betrag von etwa 

x = l,5e = l,Ö(0,07d+ 3) = 1,5(0,07. 76+3) 
„ = 1,5(5,32 4-3)= 1,6.8,32= 12,48 ~ 12 mm 
gerechnet werden kann. 
Damit wird 

A = ^-j-^ + 12 = 64-t-17,6+12 = 83,6~84 mm. 

Führt man nunmehr die Biegungsapannung 

_ Mb _ PRi _ 6PR, _ 6 FR, 
*"*" W~bhiä~b{6br~ 26b«" 



und die Torsionsspannung 
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6 P^ _ ePi _ 6PJI 

in die allgemeine Gleichung lö ein, so erhält man 



Oi = 0,35 Ob + 0.65 Vöb* + 4 {aazf 

~6Piy 
■25,6bV 



..-.-s+o-y(sr+M 



., = 0.35^ + 0,65 ^,1/e,.+ 



1,02» 



. = 0,12^J0,7K, +^ V^l-^^+Ä^) 
„ = ^^{o,3&7R, + l,3]/ü,26ülR,H^[ 
b = y^ ~ (0,367 Ri + 1,3 Vft2601Ri»+T*) 
„ = y -^ . ^ (0,357 . 256 + l,3yO,26.255*-1 
„ = lOy ^ (9 1 ,035 + 1.3 yi6 906,6 + 7066) 
„ = lOy ~ (91,035 + 1,3 l/23¥623) 
„= loy^^ (91,035 +201,23) 
„ — lo]/ ^ ■ 292,265 — 40,97 ^ 42 mm. 



Die Höbe hj beträgt dann 

h,=5b = 6. 42 = 210 I 



6. Die Höhe h^ des kleinsten Ärmquerschnittes. 

Da der Armquerschnitt nach dem Kurbelzapfen zu kleiner wird. 
was besonders in den Fällen zu beachten ist, in welchen sich die Breite 
proportional der Höhe verjUngt, so ist die Berechnung der Höhe b^ nicht 
nur allein in der vorangegangenen Weise durchzuführen, wobei der Zapfen- 
druck Benkrecht zur Kurbel wirkend gedacht war, sondern es muß im 
vorliegenden Falle auch die Todpunktlage der Kurl>el, als zweite un- 
günstigste Stellung, berücksichtigt werden, in welcher der Zapfendruck 
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Bußei auf Zug oder Druck auch noch verbiegend auf den Querschnitt 
einwirkt, dessen neutrale Acbae in die Richtung der Armhöhe fällt. 
Man unterscheidet deshalb folgende zwei Rechnungen. 
a) Der Zapfendruck wirkt senkrecht zur Kurbel. 
Auch hier ist, wie vorher, von der allgemeinen Gleichung 15 
Ol = 0,35 (Jb + 0,65 Vab'-\-i{a„T)* 
auezugehen, worin die Biegungsspaunung 

_Mi. _ PRg _ ePRg 
""^W" ~ bhjt' ~ bbj» 
6 
und die Torsiohsspannung 



^ 



Wp ."An/b'-i-h.- bWVb' + v 



ZU setzen ist. 

Mit diesen Werten erhält man 



„ = 0,35^+0,65 y(S)'4-*"(l ^£^=V 

bh,' ^ '\bh,>/ ^ \ bh,VP+i,V 

, =0,35^+0,65 ll.yv+*f J^ 
bh,> ^ bb," r ^ T ^ybi^i,^,/ 



lL/n,R..J-,!il/R.X '"'-.)' 



Vv 



..=0,5j5^^0,7K, + l,3 )/V+_ 

Da das Auflösen dieser Gleichung nach der gesuchten Höhe h^ sehr 
umständlich ist, ist es ratsam, für hg einen Schätzungswert einzuführen 
und die Rechnung nach der gegebenen Materialspannung zu kontrollieren. 

Mit hj =^115 mm erhält man 



-^^.(».'■-+'-'y-+^y¥^) 



-77Ü65(*''= + '•'!'"' +2'(2l' + 57,6>) 



"""> '.•»+.,3y5" 



7.13 225 
2000 
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" '^ 37Ö3 ' ^®°'* = 6-"^'^gp"q°""- 

Dieses Resultat lafit erkennen, daß die gewählte Höhe 
hj = 116 mm 
den gestellten Bedingungen entapricht 

ß) Der Zapfendruck wirkt in der Richtung der Kurbel. 

Bteht die Kurbel in der Todpunkdage, d. h. fallen die geometriecbeu 
Achsen von Pleuelstange und Kurbel zusammen, so beansprucht der 
Zapfendruck den hier in Frage kommenden Kurbelarmquerschnitt auf Zug 
oder Druck mit Biegung, je nachdem die Kurbel die linke oder rechte 
Todlage hat 

Es kommen hier die im § 13 Abs. 1 und 3 genannten Gldchungen 
41 und 43, nämlich 



(?+^) 



in Frage, worin P = 4000 kg^ 
f = bli„ 
Mi = Pi 

nndW = -^ 

bedägt. 

Damit erhält man die HShe h. 



=^+5l:=brh;<^+"'' 



4-<!* . 6 

4000 
' 1764.6 '""i"""' ~2646' 



(42-1-504) 



Mit diesem Resultat ist festgeetellt, daß die vorliegende Bean- 
spruchung der Kurbel eine sehr ungünstige ist. Die unter et bestimmt« 
Höhe ist gegenüber der Torliegenden viel zu klein. 

Da der Durchmesser der Kurbehapfennabe nur 152 mm ist, so darf 
die Höhe h, diesen Wert nicht viel übersteigen. Es muß somit das hier 
vorliegende Resultat reduziert werden, was eine größere Annbreite zur 
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Folge hat Erhöht man diese auf etwa 50 mm, so würde sich eine 
brauchbare Höhe von etwa 148 mm ei^ben. 

h) Genauer Bechnungsgqng. 
Bei genauer RechnuDg ist zu beachten, daß für jede Kolben- bezw. 
Kurbel at«llung ein anderer Kurbel zapfen druck In Frage kommt 

Das gleiche gilt auch für verschiedene Verhältnisse zwischen der 
Fleuelstan genlänge und dem Kurbelbalbmesser. 

Ebenso müßten auch 
für die verechiedenen Kol- 
ben Stellungen die zugehö- 
rigen Kolbendrücke berück- 
eichtigt werden, aiif die nian 
aber in der Eegel verzichtet. 
Meui rechnet fast immer nur 
mit dem größten Kolben- 
druck, der als konstant an- 
gesehen wird. 



Fig. 116. 




V den Normaldruck 
des Kreuzkopfes 
auf die Cleitbahn, 
Pt den Kolbendrack, 

F die Schubstangenkraft oder den Kuibelzapfendmck, 
N die NormalbeanBpruchung 
1 T die Tangentialkraft der Kurbel, so erhält man mit bezug auf 
der Figur 116 angegebenen Neigungswinkel 
ß=l80 — a — y, 
y=l80~(a + ^) 
(J = 90 — y = a + f? — 90, 
. den Normaldruck auf die Gleitbahn 

V = Pk.lga, 
'.. den Kurbelzapfendruck 

cosa 
1. die Normalkraft der Kurbel 

N ^ P . coa v ^ — ^ . cos r = Pv . -- -<- 



. die Tangentialkraft der Kurbel 
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Trägt man nun die Normal- und die Tangentialkraft N und T, wie 
au§ Fig. tt7 ersichtlich ist, im Mittelpunkte beliebiger ArmquerBchnitta 
als po^tive und n^;&tive Hilfskräfte an, wodurch bekanntlich am Gleich- 
gewichtszustand der Kurbel infolge der gegenseitigen Aufhebung dieser 
Kräfte nichts geändert wird, so läSt die genannte Figur folgende Bean- 
sprucbuDgen der Kurbel erkennen: 

I. Durch die Normalkraß N hervorgerufen. 

1. Die Normalspannung 

N N 

''^T = bh' 

2. die Biegungsspannung 
'' hb» "~ hb« ' 



"l-l^w ^1 



wofür die in die Höhenrichtuug der 
Armquerschnitte fallende Schwerpunkts- 
achse N,N, die neutrale Achse des _,^ 
Querschnittes ist 

II. Durch die Tangentialkraß I veranlaßt. 
S. die Schubspannung 

— 1 Z — 1 "^ 
^^ ~ "2 ■ f ~ 2 " b"h' 
bei der auf § 12 Abs. a oder c, 1 hingewiesen wird, 
4. die Biegungsspannung 

TR _6TE 
'bh»~ bh»' 



Tb! =ür = T 



wo NjN^ die in die Bichtung der Breite fallende neutrale Schwerpunkts- 
achse darstellt, und 

5. die Torsionsspannung 

^^~ Wp~wW~4b[h~ 2"b«h' 
3 6 
bei der auf die im § 26 Abs. 3b der Einführung aufgeführte Glwchung 151 
hingewiesen wird. 

Diese fünf Spannungsarten sind in den Figuren 118 und 119 
graphisch daigeetellt, von denen die unter Abs. I, 1 und 2 genannten Normal- 
spannungen aus Fig. 118 a und b, die unter Abs. II, 3 bis 5 angegebenen 
Normol- und Schubspannungen aber aus den Figuren 118c und 119e 
und i zu ersehen sind, 
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Die Fig. 116d gibt eine Zusammenstellung der drei, den recht- 
eckigen Annquerschnitt gleichzeitig beanspruchenden Normal Spannungen 
nebst der Richtung der neutralen Achse NN. Das Bild läfit erkennen, 
daß die Ecke 1 des Querschnittes am meisten beansprucht wird. 

Die P^g. 119g zeigt die ZusEimmenstellung der beiden Bchubapan- 
nungen, die in der Mitte der Querschnittsseite 12 ihren größten Wert haben. 

<l^w4M£-£i«uuM<uufi' ■^''' ^^•X'^''^l> ^^^ beiden zu- 

.TTJVTTiVTfTl?*^^ sammengesetzten Spannungsbilder 

lehrt, da£ die größte Beanspruchung 
des ArmquerBchnittes zwischen der 
Ecke 1 und der Mitte der Seite 12 
auftritt. 

Teilt man sich diese Strecke in 

' eine Anzahl gleiche Teile, z. B. in 8 

gleiche Teile, und setzt man für die 



Fig. 118. Fig. 119. 

einzelnen Teilpunkte die daselbst auftretenden Spann ungs werte nach der 
allgemeinen Gleichung 16 

fli = 0,36 a + 0,65 Vd' -f 4 {Oaif 
zusammen, so wird mau finden, daß in den meisten Fällen die größte 
Anstrengung des Querschnittes in der Nähe der Mitte von 13 liegt. Nur 
bei verhältnismäßig langen Kurbeln kann ea möglich werden, daß die 
größte Spannung an der Ecke auftritt. 

In der Eegel handelt es sich bei der Querschnittsberechnung der 
Arme nur um die aus Fig. 115 ersichtlichen beiden Querschnitte arv^b 
und c rsj d, wo bei letzterem noch besonders auf die Todpunktlage, in 
der N ^ P = Pfc und T := wird, zu achten ist (Vergl. Lösung 5, ß). 
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Für das vorliegende Verhältnis zwischen Pleuelslange und Kurbel» 
halbmesser, nämlich 1:R=^5:1, erhält die Kurbel bei etwa ß^lOb" 
ihie größte Beanspruchung. 

48. Aufgabe. Es soll untersucht werden, ob die in vorhet^;ehender 
Aufgabe unter Abschnitt a gefundenen Abmessungen der Kurbelarmcfuer- 
schnitte aoJb und c^^jd auch den unter Absclmitt b zugrundeliegenden 
Bediogungen genügen. 



unter bezugnahme auf die im Abschnitt b der Aufgabe 42 ange- 
gebenen Ausführungen und Figuren erhält man folgendes: 
1. Die in Fig. 116 genannten Winkel 
fflno:sin/? = K:I, 

Rsin^_R8inl05«_ßsin(90<'+ 15^ 
Bma—^ j - j 

R cos 15" 0,96693 



5R 6 

= ll<'8,4'rvjll''8', 



= 0,19318, 



j.r=l80 — (a4/J) = 180 — {ll''8'+10ö*') 

„ = 180 — 116" 8' = 630 52' 

J = 90 — y = 90 — 63"62' = 26''8'. 

2. Der Kurbelzapfendruck P. 

p = lL = ^?" _407, kg. 
cosa cosH"»' — : 

8. Die Normal- oder Zugkraft K. 

cos63^ 

cos 11" 8' 



lf = P^^'=4000^ä^ = 1796,6 



„= 0^1796 kg . 
4. Die Tangentialkraft T. 



sll"8'' 



I. Für den ^terschnitt a<^b. 
a) Die Einzelspannungen. 

1. Die Zugspannung a,,. 

N 1796 „^^, , 

•'• = bh. = 50ro=-ii:lli^ 

2. Die Biegungsspannung ffbi. 

6NA 6.1796.84 , „„. , 
""^b^^ 60'. 210 =123iJ^ 
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3. Die SchubspaDHung ti. 

_ 3 T _3 3660 _183 
'^' "" 2 ■ bh^ ~ 2 ■ 5ÖT21Ö ~ 36Ö " 

4. Die Biegungsspannung an. 

6 TR, 6.3660.255 



" bh,* 50.210' 

b. Die ToisioDSBpannungen Tg' uad t^' 
, 9 Ti 



= 2,639kfr 



b»h, 2&U*.210 
, 9 T;1 9 3660.84 ^^„^ , 

^« =2-bv=ääör2W-3«"''g- 

b) Die zusammengesetzten Spanoungen. 

1. Für die Querschnittsstelle 1. 

Mit bezug auf Fig. llSd und 119g erhält man 

1i(t) = ffi + "bit») + ffbüd) 
„ -=-0,171 + 1,724 + 2,530 = 4,434 kg -^ 4,5 kg, 

Ti=a_ 

2. Für die Querschnittsstelle 8. 

gi(») — g» + qbiw — 0.171 + 1.724= 1,895 kg. 
Ti = ri + rg'=0,523 + 2,635^ 3,156 kg. 
Mit diesen Werten erhält man eine zusammengesetzte Spannung 
ß, = 0,36 ff i(,) + 0,65 l/H|(,)» + 4(«oTi)* 
„ = 0,35 . 1,896 + 0,65 Vl.SÖö^ + 4(1- 3,168")* 
„ = 0,6632 + 0,65 1^3,591+39,892 
„ = 0,6632 + 0,65 V 43483^ 
„ = 0,6632 + 4,286 ^ 4,9492 -^ 5kg. 
Wie aus den genannten Figuren zu erkennen ist, wird der Quer- 
schnitt längs der Ksnte von 1 bis 8 am meisten beansprucht, und zwar 
ist die Beanspruchung nach letzter Rechnung an der Stelle 1 rd. 4,5 kg, 
an der Mittelstelle 8 dagegen rd. 5 kg, welcher Wert noch innerhalb der 
in der Aufgabe gegebenen Spannung liegt. 

„^i„„. Es ist allerdingB möglich, daß innerhalb der Strecke 

W^^Y'W^ i bis 8 und zwar mehr nach 8 zu gelten, noch eine 
i,,, ] etwas höhere Spannung auftreten kann, deren Wert vor- 

, ' aussichtlich die vorgesobriebenen 6 kg nicht überschreiten 
wird. 
Nötigenfalls kann man auch noch für die Stellen 2 bis 7 die zu- 
sammen gesetzten Spannungswerte bestimmen, wozu die Figuren 118 und 
119 eine zweckmäßige Übersicht geben. 
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II. Für den Quersehnitl cr^d. 
a) Die EinzelspacnungeD. 
1. Die ZugspannUDg o^. 

N 1796 „ „ , 

''■=bh;=6örr48=*21iJs: 

3. Die BiegungBspannung ffi,]. 

6N/1 6.1796.84 „,.. , 
°" = Pbr= 60-. 148 ^^■■'«'■S- 

3. Die Schubspaanung x,. 

3 T 8 3660 „,.„ . 

•'=Tbl,;-25ön48-^iIHj2: 

4. Die BiegungBspannung Obs- 

6 TR. 6.3660.76 

""" =Thf? = TÖ7i48- -iiHÜ 

6. Die TorsionsspannuDg r^' und t^". 

,_ 9^ _5^_J 

^' ~ 2 b^bj" 2 ■ 60«. 148 ^ 
,, 8 TA 9 3660.84 „„ , 

<=2bV-2-3Ö7T4T'=-i:HijE£ 

b) Die zueammengegetzten Spannungen. 

1. Für die Querschnittsetelle 1. 

- Mit bezug auf die Figuren lied und 119g erhält man 
"««) = ö. + ffbid) + öbKi) 
„ =0,243 + 2,446+1,524 = 4,213 kg, 
ri = 0. 

2. Für die Querachuittsstelle 8. 

<Ti[.) = Öl + ffbii.1 - - 0,243 + 2,446 = 2,689 kg, 
Ti^T,+Ta' = 0,742 + 3,739 = 4,481 kg. 
Diese Wert« liefern eine zusammengesetzte Spannung von 
Ol = 0,36 öif,) 4- 0,66 v'ffi(z)*-{-*(«o^i)* 
„ = 0,35 . 2,689 + 0,65 v'2,e89!' + 4(l .4,48If 
,. == 0,941 + 0,65 ^7,231 +80,316 
., = 0,941 + 0,65 V 87,647 
„ = 0,941+6,083 = 7,023 kg. 

Während der Querschnitt an der Stelle 1 nur mit 4,213 kg bean- 
sprucht wird, erreicht die Spannung bei 8 einen Wert von rd. 7 kg, 
der die vorgeschriebene Spannung von 6 kg überschreitet Es könnte 
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die Höhe h, bie sutn Nabendurchmeeser D, = 153 mm retgrfißert werdeo, 
falls eine BeduküoD der Bpannang eintreten soll. 
o) Die zusammengesetzte Spannung in der Todlage der 
Kurbel. 
Da in dieser Lage die Tangentialkraft 
T = 
isl, womit die im letzten Beispiele unter Abs. b, II aufgefOhrten 3 Span- 
nungen wegfallen, so erbält man die zusammengesetzt« Spannung als die 
Summe der unter Abs. b, I genannten Beanspruchungen, nämlich 

_ _ ^ 6M;t 

"f~^Wi bhj+b'hj 

N 

worin N = Pk zu setzen ist. 
Damit wird 

4000 
'^ = 6ÖrT48^' 

2 ,,^ 1108 



-(b + 6A), 



-(50+6.84) 



= 5,9 ~ 6kg. 

Dieser Wert würde den jgestellten Bedingungen genügen. 

44. Aufgabe. Für eine liegende Dampfmaschine von 3&0 mm 
Zylinderdurcbmeeser und 600 mm Hub soll an Hand der beistehenden 
Skizze eine Kurbelwelle aus Stahl mit 6 kg Beanspruchung hergestellt 
und deren Durchmesser an den Stellen der Auflagen und des als IUem«i- 




Scheibe dienenden Schwungrades, das ein Gewicht von 3800 kg hat, 
berechnet werden. 

Die mit Kondensation, bei konstanter Füllung von 0,26, arbeitende 
Masclüne wirke mit einer Dampfspannung von 6 Atm. Oberdruck. Die 
Zahl der Umdrehungen pro Minute sei 130. Der Wirkungsgrad der 
Mascliine sei mit 0,8 gegeben. Die Länge der Pleuelstange aä gleich der 
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■5 fachen Kurbellänge. Die Kolbenstaoge ist nach rückwärts nicht tct- 
läugert. Bezäglicb der Dimensioniening der Kurbel, die hier ale Scheibe 
ausgebildet Bein soll, sei auf den, in vorhergehender Aufgabe ong^e- 
benen Bechnungsgang veririesen. 
Lösung. 

I. Berechnung des Kolben- und Kurbelzasfendrueke$, des größten 
Drehmomentes und der Umfangsh-aß des Schwungrades. 
1. Der Kolbendruck P^. 
Da beim Vorwärtsgange des Kolbeos der Dampf auf die ganze 

Kolbenfläche drückt, ist dieser Druck der folgenden Rechnung zugrunde 

zn legen. 

Pk = F.p=— ^.p^ ^.8=962,113.8 

„ = 7696,904 ~7700 kg. 
S. Der größte Eurbelzapfendruck P. 
Den größten Wert erreicht 
-der Kurbelzapfen druck P für den 
.größten Ausschlags Winkel a der 
Pleuelstange, welcher in der, in Ij p f 
Fig. 122 geieichneten Kurbel- Tj — J_[ 
aapfen Stellung, vorliegt 

Dieser Winkel beträgt 
1 




"Damit erhält man 

__ Pk _ 7700 



= 7858 n^7860kg. 



cosa cosllöäi 

Die Horizontal- und Vertikalkomponente Pi, und P, erhält man zu 
Pfc = P cos « = Pi =7300kg, 
P, = P sin« = 7860 sin 1 1« 30' = 7860 . 0,2 
„ ^1672 kg. 
S. Das größte Drehmoment Mt(„„) der Kurbel. 
Das veränderliche Drehmoment wird seinen größten Wert erreichen, 
•wenn die Pleuelstange mit der Kurbel einen rechten Winkel einschließt. 
Da in dieser Stellung der Winkel c den Wert 
R R 
'S«-L-5-R = '*'2' 
a==n<»20' 

■Wahntri, Festigketlslehra II. 13 
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hat, dtf mit dem größten Winkel bänahe ßberanBÜmmt^ so kann man 
auch hier den größten Zapfendruck in Becbnung setzen. Damit erhält 
man daa größte Drehmoment 

Mt(nm) = PR = 786O.3Q0 = 2858OQ0 kgmm. 

4. Die Anzahl N^ der Pferdestärken. 

Die Anzahl der nutzbaren Pferdestarken erhält man nach folgender^ 
der Mechanik bezw. Maecbineniehre entnommenen Gleichung: 



Fp...2It2 

6U . 75 

F pnRni; 

16.75 ' 



worin pn, i^vj 6 Atm. nach Tabelle, 
_. D»rt 35*?i 









„ = 


= 962,11 qcm, 








K = 


= 0,3 m, 








n = 


= 120 






und 


»? = 


= 0,8 ist. 


rird 










Nn 


962,1 1 


. 5 . 0,3 . 


120 


•°'^ 123 IB 




15.75 








= ~120PS. 







6. Die Kraft Pj am Umfange des Schwungrades. 

W&hrend daa unter 3 für die Kurbel berechnete Drehmoment Mt{nu>x)r 
als das größte auftretende Moment, nur zur Berechnung der Beanspru- 
chungen der Kurbel und Welle dient, hat man zur Bestimmung der 
Umfangskraft P, das bedeutend kleinere Durcbschnittemoment M« zu be- 
nutzen, wie es die im § 26 der Einführung angegebene Arbeitsgleichung: 
Uefert. 

Man erhalt 



Mt= 716200—, w 


orin Mt=P,Ri ist, 


,Rj = 716 20Ü^, 




716200- 


716200 N 


E. - 


R,n 


716200.120 

1300.120 


= 21^ = 560,9^650 kg. 
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Ilt Ermittlung des Kurbellageräruckes A. 

Dieser Druck bildet sich als Kesultante aus den Horizontal- und 
Vertikalkomponenten der vom Kurbelzapfen druck und Riemenzug bervor- 
gerufenen Überdrücke unt«r weiterer Berücksichtigung des nur vertikal 
wirkenden Schwungradgewichtes. 

1. Der vom Kurbelzapfendruck P herrührende Lager- 
druck Ap, nebst dessen Horizontal-undVertikalfeomponent» 
Ap(h) und Ap(T). 

a) Der Lagerdruck Ap. 

Den vorher unter Abs. I, 2 bestimmten größten Kurbelzapfendruck P 
denke man sich mit bezug auf Fig. 123 als parallele Hilfskräfte -{- P 
und — P am Fuße der Kurtiel angebracht, so bildet der gegebene Zapfen- 
dnick P mit der Hilfs- 
kraft — P ein Kräfte- 
paar, welches das Dreh- ^' 
moment veranlaßt, wäh- 
rend die andere Hilfs- 
kraft + P ein Moment 
P.(li + 1) liefert^ falls 
an der Lagerstelle B ein 
Drehpunkt gedacht wird. 

Diesem rechts auf- 
wärts wirkenden Momente muß nun aber ein links abwärts gerichtetes 
Gegenmoment vom Werte Ap . 1 das Gleichgewicht halten. 

Die Gleichgewichtsbedingung lautet daher 

Ap.i=p.ai + i), 

woraus sich die Größe des Lagerdruckea 

_ P (I, + 1) 7860 (0,28 + 1,2) _ 7860 . 1,48 



p(* ^t...» 


rf 




'/::^X, 




i 


% 


S 




Fig. 123. 



Ap = - 



1,2 



■feg 



ei^bt 

b) Die Horizontal- und Vertikalkompone 

Ap ,1,) = Ap coa a = 9694 . cos 1 1* 30' 

„ = 9499 ^9600 kg. 
Ap(T) = Psin a = 9694 . sin 11« 30' 
„ =^9694 . 0,2 = 1938,8 <-v j1939 kg. 

NB. Die Horizontal komponente Ap^jj kann man auch direkt aus 
den beiden Todsteliungen der Kurbel ermitteln, in 
druck mit der Pleuelstangenrichtung zusammenfällt. 

In diesem Falle erhält man 



nd Ap,. 



1 der Kolben- 
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_Pk(li + I) 



Ap(h| 



7700 ■ 1,48 
1,2 



„ = 9497 c o'gsOO kg. 

8. Berechnung des Riemenzuges R, nebst dessen Hori- 
zontal- und Vertikalkomponente Rh und R, und der zu- 
gehörigen Lagerdrücke AB(h) und Ab(t)- 

a) Der Riemenzug R. 
1. Ermittlung der Rtemenspaanungen T und L 
Der Abstand m der Scbnungradmitt« von der Mitte der Riemen- 
scheibe beträgt 

■° = VJM 

„ = v'0,3025 H 
,. = 4.633 n 



= 0,2349, 



Der vom Riemen fiberspannt« Zentriwinkel ni der kleinen Scheibe 
ergibt sich zu 

CO _ Ri — Ra _ 1 , 3 — 0,235 _ 1,065 _ 
**' 2 ~ m ~ 4.633 ~ 4,533 " 

1 = 760 25', 

w = 152''50'. 
Die Riemenspannung T erhält man unter bezugaahme auf das in 
der Einfuhrung auf 
Seite 232 — 235 an- 
gegebene Beispiel 75 
Abs. 3 mit 

T = — — P. 
e^ — 1 

Der Wert für 

e/"" ergibt weh für 

das hier vorliegende 

Verhältnis zwischen 

für das 

und Vollwinkel 




%-Wm. 



Fig. 134. 



dem überspannten Bogen und Umfang oder, 
Verhältnis zwischen dem überspannten Zentriwinkel 
860 0, d. i. 

^c 162060' 9170' 

360 ~ 360 ~ 21 600'" 



- 0,4246 ~0,4S5, 
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nach der in der Hütte (18, Aufl.) Seite 219 auigeführtea Tabelle, fOr 
einen zwischen der gußeisernen lUeaieiiBclieibe und dem Ijedeniemen gül- 
tigen ReibuDg&koeffizlenteti ft ^= 0,28 zu 
e^« = 2,ll. 
Mit diesem Werte und der im Abs. I, 6 angegebenen Umfangekraft 
Pj erhält man 

2,11 — 1 ' 1,11 ^ 
„ = 1,901 Pi = 1,901 . 650 = 1045,66 
„ ^ fxj 1046 kg. 
Die Kraft t im gezc^nen Rlemeut^le beträgt dann 
T — t = Pi, 

t = T— P, = l,90lP, — Pi = 0,90lPi . 
„ = 0,901.550 = 496,55 
„ = r>j 496 kg. 

2. Bestimmung des von den offenen BiemeDteilen ein* 
geBcbloaaenen Winkela q: 

5fit bezug auf Fig. 124 Jat der Winkel zwischen der Verbindungs- 
linie der beiden Seheiben mittel und der Horizontalen 



y = 6<'58'. 
Der gesuchte Winkel ip folgt aus 



E, — E, 1,3 — 0.236 


= ^-«.-»* 


m 4,533 


13« 36', 




2.13''35' = 27'>10'. 





3. Der Riemenzug R. 

Aus dem in !Fig. 124 angegebenen Kräftedreieck eriiält man mit 
Hilfe des erweiterten Pythagoras 
E=VT« 4- l^ -fTTtcos^ 

„ = ^(1,901 P,)2 -|-{0,901 V^f -\- 2 . 1,901 . P, . 0,901 P, . cosy 

„ =P, 1^1,901* +ü,901» + 2 . 1,«01 . 0,901 . coa 27 10' 

„ = Piy3,613801 +0,811801'^- 3,0476 

„ = Pi y7,473202 = 2.7337 P^ 

„ = 2,7337 . 650= 1503,03 ~ 1604 kg. 
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b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Rj, und Ry. 
Da nach Fig. 125 die gesuchten Komponenten von dem Neigungs- 
winkel (J abhän^g sind, der niederum die Kenntnis des Winkels ß 
voraussetzt; so sind in erster Linie diese 
Winkel zu bestimmen. 
'"^ 1. Beetimmung der Winkel 

^ ^ ' * ' /? und d. 

,— ""^ Den Winkel ß erhält man mit 

.^-^ Hilfe des erweiterten Pythagoraa aus 

Rg, 125. dem, aus Fig. 126 zu ersehenden stumpf- 

winkligen Kräftedreiecke zu "^ 

t:R=:8in ß:Bia{lBO—(f), 
^^^_tsin(180-y)__t^ 

Q,9QlFi8iny _ 0,901 .sin 27* 10' 
" ~ 2,7337 P, ~ 2,7337 

^=^6^39'. 
Der Winkel i beträgt 

i^^ß — s, wo s = ~ — y 



-6" 37' beträgt, 



^3T = 



2. Die Ko 



uponenten Rh und R^ 
Rb = RcosiJ= 1604 . cos 2" 2' 
„ = 1603 kg, 
Rv = Rsin<I=1604Bin2"2' 
„ = 53,36 ~ 63.4 kg. 

c) Der Horizontal- und Vertikal-Lagerdruck Äßd,) und Ab(t). 
Denkt man sich in Fig. 126 die Welle bei B drehbar gelagert, so ist 
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= 482,2 kg, 



■aE(h)= p^ = 

Ab(t).1 = Bt.I„ 
Aa(y) = — j — - 



1503 . 0,3f 



1,2 
63,4 . 0,386 



= 17,13 f ^ 17,2 kg. 

tikale Ijager- 



1. Der vom SchTFungrad herrührend 
druck Äg^T). 

Stellt man sich wieder die 
Welle bei B drehbar gelagert vor, 
so ist mit bezug auf Fig. 127 



f Um 




, 


1- 


-1^ 

1 

Lü 


v«-f 


«/. 


^ 



■^-^ 



G.lg 
I '' 



Aa(v)=- 
„ =^1219,1 kg. 



1,2 



2. Der resultierende Lagerdruck A. 

Wie die Fig. 128 erkennen läßt, ist bei der vorliegenden Frage 
der Hin- und Buckgang des Kolbens bezw. der Pleuelstange zu herück- 
dchtjgen. 

Während in der höchsten und tiefsten Stellung des Kurbelzapfens 
die Kraft F, nach oben gerichtet bleibt, ändert die Kraft Ph ihren Rich- 
tuDgBsinn, was bei Feststellung des Lagerdruckes A zu beachten ist. 

a) Bewegt sich die Pleuelstange vorwärts, so erhält man den 
Lagerdruck A nach Fig. 129a mit Hilfe des pythagoreischen Lehr- 
satzes zu 

A — i^Ä;;;;F^Ä^wFFF^Ä;^)TA^(n+A^(^ 



welcher Ausdruck jedoch nicht näher ausgerechnet zu werden braucht, da 
er nicht den größten Wert liefert. 
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b) Bewegt sich die Pleuelstange zurück, so bildet eich der Lager- 
druck A mit bezug auf Fig. 129 b zu 

A = V' (A(Ph|-4-A(Ri, ))' + (— Af(,) -1- AR(y) -f Aav))' 
„ = l/(9600 +'482,2)1 4- {— ^939 ^ 17^3 + 1 219,1)* 
., = y9982,2^ + (—702,7)« 



„ = 1^99648000 + 493 800 = Vl0014i80O 
„ = 10006,9 ~ 10007 kg. 
3. Der Ifeigungsninkel q^, 

_ Ap(h) + AB(t,) _ 9600 + 482 ,2 __ 9982 ,2 
coBf,— ^ — jp^jp,^ ~" 10007' 

ft,=^3°29'r ^3,5''. 

III. Ermittlung des KurheUagerdruckes B. 
Auch dieser Druck bildet sieb, nie bei der Lageratelle A, als- 
Reeultante aus den Horizootal- und Vertikalkomponentea der vom Kurbel- 
zapfendruck und Riemenzug veranlaßten Kurbellagerdrücke, sowie de» 
vom Scbwungradgewichte herrübrenden vertikalen Lagerdrnckes. 



4 



^ 













sc 








1 i-u««- 


1 


1 



tx. 



Pig. 130. 



Fig. 131.' 



1. Der vom Kurbelzapfendruck P hervorg"ferufene hori- 
zontale und vertikale Lagerdruck BF(b) und Bp(t). 

Denkt man sieb in Fig. 130 die Welle in A drehbar gelagert, 
so folgt: 

Pt.l, = Bi.(b,.l, 
- P..I. 7700.0,28 _^^^j_^ 



■"P(ii)— — j— — 
P,.l, = Bp(,).l, 



1,2 



ßp(») = 



1 



2. Der vom Riemenzug herrührende horizontale und 
vertikale Lagerdruck Bjnh) und Bj,,,), 
Nach Fig. 131 ist 

Br(,).1^Rt-'i> 
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Tt, — ^'g _ 63,4 . 0,81 5 _ 



1 
Bl((li) . 1 = Rh ■ 1|. 

ÖH(h) = — j— = 

3> Der vom Schwungrat 
gewicht herrährende Lagei 
druck BsiT). 

Nach Fig. 133 erhält man 



= 36.3 hg , 



- = 1020,8 kg. 



"I i VflMJw-^ 

L« ' ^i 



1 



JMOig ^M 



= 2680.8 kg. 



Fig. 132, 



4. Der resultierende Lagerdruck B. 

Auch in diesem Falle ist, wie beim Lagerdrucke Ä (vergl. Abs. II, 4), 
der Vor- und Rückwärtsgang der Pleuelstange zu beachten. 

a) Bewegt sich diese Stange rückwärts, so beträgt der Lager- 
druck B nach Fig. 133a 



B = V(Bß,h) — Bp,i,)|^ + (Bp(T) + Br(t) + ^mjlf 
welchen Ausdruck man nicht weiter aus- ^^_^ 
zurechnen braucht, da beim Vorwärtsgang 
der Pleuelstange ein größerer Werl zu- 
stande kommt. 

b) Bei der Vorwärtsbewegung 
der Pleuelstange erhält man nach Fig. 133 b 
^nen Lagerdruck 
B = 
V(Bp(h) + Beii.))' -|-(Bp|,,-|-BB(T)+Ba(T))* 



^ *, 






Fig. 133. 



B = 1/(1786,7 + 1020,8)* + (366,8 + 36,3 + 2580,8)« 
„=V2817,5* + 2983,9* 
„ =y7938400 -4-8903 600 



„ = Vie 842000 = 4103,9 r ^4104 kg . 
5. Der Steigungswinkel ^. 
Nach Fig. 133b ist 

- ^^f(h) 4- Brh.1 _ 1796,7-1-1020,8 



19 9s- 



4104 
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JF. Berechnung der Biegungsmomente nebst der graphischen Dar- 
stellung der Momentenflächen. 
a) BerechnuQg der Biegmi^amomeote. 
Die für die Querschnittsstellen A und C vorlegenden einzelnen, wie 
aucli zusammesgesetzten BiegungsmomeDte ergeben sich in folgender Weise: 
1. Die für die Lagerstelle A geltenden Biegungsmomente M^p,) 
und MA(Fh) für den im Abs. II, 1 behandelten und in Fig. 123 darge- 
stellten Belastungsfall, bei dem nur der Kurbelzapfendmck auf die Welle 
einnirkt, belmgen 

M a(Pt) = Pt . li = 1 572 . 0,28 = 440,16 mkg, 

MA(Ph) = Ph . li = 7700 . 0,28 = 2156 mkg. 

Das resultierende Biegungsmoment Mb erhält man entweder aus 



Mb == VMa(Pt)* + M A(Ph)* 
oder einfacher zu 

Mb = Pli = 7860.0,28 
i, ^2200,8 mkg. 
Diese Werte gelten also für die QuerschnitteBlelle A der Wdle. 
ä. Die für die Querschnittsatelle C geltenden Bi^;ungsmoinenl« 
Ma(B») mq^ MA(ith) für den im Abs. II, 2c behandelten und in Fig. 126 
dargestellten Belaatungsfall, bei dem nur der Riemenzug auf die Welle 
einwirkt, betragen 

Ma(Bt) ^ Ab,v) . la = 17,2 . 0,815 = 14,018fv j 14,02 mkg, 
MA(Rh) = ÄBih) • 's = 482,2 . 0,816 == 392,993 ^ 393 mkg. 
8. Das ebenfalls für die Querschnittsstelle C gültige Biegungsmoment 
Ma(8») für den im Abs. II, 3 aufgeführten und in Fig. 127 dargestellten 
Belaatungsfall, bei dem nur das Schwungrad gewicht auf die Welle ein- 
wirkt, beträgt 

MA(BT) = Aa(,).L, = 1219,1. a815 = 99 3,6666 
„ ^^rv. 993,67 mkg. 

4. Die für die Querschnittsstelle C geltenden zusammengesetzten 
Biegungsmomente M, und M^ erhält man mit bezug auf Fig. 134a aus: 
IJnks von C als Drehpunkt, 

M,=p,(i,+y + A,.i, 

„ _P,(l,+y + (-Ap„ + AK,> + As(„).I, 
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M, = 1572 (0,28 4- 0,815) + (— 1939 + 17,2 + 1219,1) . 0,816 
„ =1572. l,095 + (— 702,7)0315 
„ ^1721,34—672,7 
„ =1146,6*^0 1148,7 mkg. 
hts von C als Drehpunkt, 
M, = Bv.l, 
>, = (Bp(T) + Bbct) + Ba{,)) . lg 
„ =(366,8-1-36,3 + 2680,8). 0,386 
„ = 2983,9 . 0,385 = 1148,8 f^ 1148,7 mkg . 
Bei dem Biegungsmooieote M^ ist der Vor- uod Rückwärtsgang zu 



a) beim Vorwärtagang. 
Linka von C ale Drehpunkt^ 
Mi=-P„(],+ls) + Äi..lj 
„ --= - P, (1, + 1,) + (Ap,^t - Abo.,) ■ h 
„ = — 7700(0,28-j-0,816) + (9600— 482,2). 0,816 
„ =—7700.1,095-1-9017,8.0,815 
„ =—8431,5-1-7349,607 
„ ^-1081,993.^- 1082 mkg. 
Rechts von C als Drehpunkt, 
Mh = — Bh.l, 
<, '-=-- — (Bp(ii) "!- Bb(i,i) . Ij 
„ = — (1796,7-1- 1020,8). 0,385 
„ = — 2817,5.0,385 
„ = — 1084,7 rvj — 1084 mkg . 
Die kleine Differenz zwischen den letzten beiden Resultaten ist auf 
kleine Äbrundungen der in Frage kommenden Werte zurückzuführen. 
b) Beim Rückwärtsgange. 
Links von C als Drehpunkt, 

Mh=Ph(ii+y— Ah.i, 

' =Ph(l. + U-(Äpo., + ARh)l, 
. =7700(0,28-1-0,815) — (9500-)- 482,2). 0,816 
, =7700.1,095 — 9982,2.0,815 
, =8431,5 — 8136,493 
„ ^ 296,007 r-o 296 mkg. 
Rechts von C als Drehpunkt 
Mh = — Bh.lj 
„ = — (— -Bp^i,-[-BH^h))l8 



Disiiizodby Google 



201 Sechste Äafgabengrappe. 

Mh = — (— 1796,7+ 1020,8)0,385 
„ = — (—775,9)0,386. 
„ = 298,7 (~ 298_mkg. 
Auch hier ist die kleine Differenz auf die veracbiedenen Abrundungen 
zurückzuführen. 

Im übrigen kommt dieses Moment nicht weiter in Frage, da es viel 
kleiner als das beim Vorwärtsgange ist 

5. Daareaul tierende Biegungsmoment Mb an der Schwung- 
radstelle C. 

Dieses Moment erhält man entweder indirekt nach Fig. 135 zu 
Mb = VM,ä+Mh* 



„ =l/ll48,8< + (— 1084)» 

„ = Vi 31B700 + 1 176056 = 1^2494 756 = 1579,5 ^f^ 1580 mkg 
oder direkt mit Hilfe der im Abs. II, 4 und III, 4 bestimmten resul- 
tierenden Lagerdrücke A oder B. 
Mit B folgt 

Mb = Bis = il04 . 0,385 ^ 1580 mkg, 
wo die kleine Differenz zwischen den beiden Resultaten wiederum auf 
die Abrundungen zurückzuführen ist. 

b) Die graphische Darstellung der Biegungsmomente. 
1, Man trage in Fig. 134a unterhalb der Welle AB die unter 
Abschnitt a von 1 bis 3 festgestellten Tertikalen Biegungsmomenl« 
Ma(Pv), Ma(h,) und Mita,) 

so an, daß das erste 
Moment an die 
Stelle A kommt, 
die beiden anderen 
dagegen an die 
SteUe C zu liegen 
kommen. Die drei 
punktierten Orei- 
ecksflächen bilden 
dann die zugehö- 
rigen Biegungsmo- 
^«- ^^*" mentenflächen für 

die vertikalen Kräfte. 

Addiert man diese Flachen, so erhält man die ganze Biegungs- 
momenten fläche der vertikalen Kräfte, die beispielsweise an der Stelle C 
den bereits unter Abschnitt H,4berechneteu Wert, näniIichMr=1148,7 mkg 
ergeben muß. 



- -^^Ji, iO''«ms 
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2. Für den Vonvärtsgang der PleueUtaDge gültig trage man die 
im AbschDitt a uDter 1 uud 2 berechneten horizontalen Bie^ungs- 

momente Ma(fii) und M^tBii) oberhalb der Welle AB auf, womit man 
die l>eideD in Fig. 134a punktierten, dreieckigen Momenten flächen erhält, 
deren ßumme die ganze Biegungamomentenfläche der horizontalen Kräfte 
ergabt. So liefert diese Fläche beispielsweise an der Stelle C den Wert 
Mh^ — 1084 mkg, der bereits unter Abs. 4 a berechnet worden ist. 



V^iiit»^ 




Fig. 134 b. 

Beim Rückwärtsgange der Pleuelstange wäre daa erstere Moment 
Mitphi "unterhalb der Welle anzutragen, was ebenfalls in Fig. 134 a dar- 
gestellt ist. Damit reduziert sich nun aber die oberhalb der Welle an- 
getragene Momentenfläche, z. B. an der Stelle C, bis auf den Wert 
Ml, ^296 mkg, der bereits im Abs. 4, b berechnet worden ist. Da also 
die letzte punktiert angegebene Fläche kleinere Momente liefert, als die 
vorgenannte, für den Vorwärtsgang gültige Momentenfläche, so kommt 
sie hier nicht weiter in Betracht. 

3, Aus den senkrecht und horizontal gerichteten Biegungsmomenten 
kann man nun für die einzelnen QuerschniltsetelleQ der Welle ohne grolBe 
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Mühe die resultierenden Biegungsmomente Mi, graphisch oder analTdsch 
feststellen. 

Graphisch hat miui, wie es in Fig. 134a geschehen ist, für jede 
Querachnittsstelle das daselbst wirkende horizontale und vertikale Biegungs- 
moment zu einem Parallelogramm zu vereinigen, in dem dann die Dia- 
gonale das gesuchte resultierende BiegungsmomeBt darstellt. 

Analytisch fQbrt der pythagoreische Lehrsatz zum Ziele, wie Fig. 135 
erkennen IfiJ^t. Hiernach erhält man die einzelnen resultierenden Biegungs- 
momente aus 

Mb = V'MT* + Mfc*. 
4. Das bereits im Abs. I, 3 bestimmte größte Drehmoment M^ 
ferner, wie Fig. 134b zeigt, als ein vom linken Wellenende 
ausgehendes und bis zur Schwungrad stelle C reichendes 
~~^ [ Rechteck aufzutragen, welches dann an jeder Quer- 
schnittsstelle mit dem zugehörigen resultierenden Bie- 
•"'v gungsmomente Mb zu einem ideellen Biegungsmomente M« 
zu vereinigen ist, wie es in Fig. 134b nach Maßgabe 
des folgenden Absatzes 5 ausgeführt worden ist. 
Pj^ ^3^ ' 5. Die Konstruktion des ideellen Biegrungs- 

momentes Mi,j nach der in g 15 Abs. 4 aufgeführten 
Gleichung 75 geschieht auf folgende Weise; 

a) Das resultierende Biegungsmoment Mfc. 

Man trage das vorher unter 3 gefundene und in Fig. 136 daige- 

etellte resultierende Biegungsmoment Mb als die in Fig. 136 angegebene 

Strecke A B auf, die im Punkte C so geteilt 

ist, daß der obere Abstand AC = 0,G6 und 

die untere Entfernung BC^0,35 ist, 

: Mit der Strecke AB beschreibe man 

von A aus einen Kreisbogen, der von dem 

in C errichteten Lote im Punkte D geschnitten 

\'^ wird. Die Verbindungslinie AD istdannwieder 

Mb, von der AC das 0,65 fache darstellt, 
b) Das Drehmoment Mt. 
Auf der Strecke AB trage man in 
^' ■ gleichem Malästabe das Drehmoment Mt als 

Strecke AE auf, beschreibe damit von A aus einen Kreisbogen, der die 
Linie Ä"D in F schneidet. Fällt man nun noch vom Punkte F aus 
das Lot GF, so ist infolge der Ähnlichkeit der Dreiecke AGF und ACD, 
die Strecke AG das 0,65 fache von der Strecke AF, die gleich Mt ist- 
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c) Daa ideelle Biegungsmoment M^i. 
Trägt man nun in Fig. 136 die Strecke AG = AH senkrecht zu 
AB auf und verbindet die Punkte C und H miteinander, so erhält man 
nach dem pythagoreischen Lehraatz 

„ =(0,65 Mb)" + {0,65 Mt)« 
„ =0,65»(Mb«-|-Mt*), 
CH =yo,65''(Mb* + Mt=} 
„ = 0,65 l/M^H^Tä?. 
Addiert man zu diesem Werte noch die Stiecte BC=^0,35Mb, eo ist 
Mb, = BC + CH ____ 

„ = 0,35 !rfh + 0.65 yMb^-l-Mt^. 
Dieses Verfahren kann für jede Querach nittsstelle sehr schneD durch- 
geführt werden, wie es auch in Fig. 134b für die Eurbelsitzstelle und 
die beiden Lagerstellen A und B sichtbar geschehen ist. 

V. Die Durchmesser d^, t^ und D an den Lager- und Schumngradr 

stellen A, S und C. 

1. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle A. 

a) Das ideelle Biegungsmoment Mbi- 
Nach g 15 Abs. 4, Gleichung 99 unter weilerer bezugoahme auf 
Abs. I, 3 und Abs. IV, 1 erhält man 



Mbi = 0,36 Mb + 0,65 l/M^M-M? 

, = 0,35 . 2200,8 + 0,65 1/2200,8^ + 2358' 
, = 770,28 + 0,65 y4843 520,64 + 5560164 
, = 770,28 + 0,65 1/10403 684^ 
, =770,28 + 2096,5 
. = 2866,78 ~2867mkg^ 
b) Der Durchmesser d^ des Halszapfens. 
Mit Hilfe der in § 14 der Einführung unter Gleichung 58 auf- 
geführten BiegungBgleichung, in die man das ideelle Biegungsmoment ein- 
führt, folgt 

MM = Wkb = ^k ~0,ld8kb. 



. n/Mbi -|7286 
_-]'/ 28670 
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Damit wird da« Veriiällois zwiecben Zapfenlänge Lj und Durch- 
meeser d^ 

L, 270 , ,„ 

c) Kontrolle gegen spez. Fläcliendruck und Beibungs- 
arbeit 
Den spez. Flächendnick erbäit man unter Benutzung des in Aba. II, 4 
«rmittelten resultierenden Lagerdruckes A zu 
A = fj pi '^ L, dj . pi, 

A 10007 „„,„, , 

P^ = ITA ^ 2707170 =M«M5^ 
Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwärmung erhält man 



■ L, 270 

Dieser Wert ist zwar etwas hoch, jedoch noch zulässig, wenn der 
Zapfen auf Weißmetall läuft. 

2. Die Zapfenabmesaungen an der Lagerstelle B. 

a) Der Durchmesser d^ des 8 tirn za pf ens. 
Mit bezug auf § 14 der Einführung, Gleichung 58 und Abs. III, 4 
-dee vorliegenden Beispieles erhält man 

Mfc^Wkh, worin Mb = B.^ 

und W = 0,1 dg" ist. 
Diese Wert« eingesetzt, liefern 

B.^ = 0,ld,».kb, 

-,'/ BL. -f / 4104 . 250 l'/„„. .„.„ 

„ ^94,9rsj 96 mm. 
b) Kontrolle gegen spez. Flächendrucb und Keibungs- 
arbeit. 
D^ spez. Flächendruck beträgt 
B = fa.pB = L3d, .pa, 

<jregen lUibungsarbeit bezw. Erwärmung erhält man 
w -,"-_ <'0«'gO „MD 
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S. Der WellendurchmesBer D an der Schwungradatelle, 

a) Das ideelle Biegungsmoment Mbt. 
Kach der im g 15 Abs. 4 genannten Gleichung 99 erhält man unter 
Benutzung der in Abs. I, 3 und IVa, 5 gefundenen Moment« 
Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VM^T+M? 
„ =0,35 . 1680 + 0,66 Vl580* -f- 2358* 
„ = 553 + 0,65 y2496400 + 5660 164 
„ =653 + 0,651/8056564 
„ =563 + 1844,9 
„ = 2397,9 ~g398mkg. 

b) Der Durcbniesser D. 
Daa gefundene ideelle Biegungsmoment in die in § 14 der Ein- 
führung aufgeführte Biegungggleichung 58 eingesetzt, liefert 
.Mbi = Wkb~0,lD«k|„ 



c) Der Wellendurchmeeser D^ mit Keilnute. 

Der Eeilzuscblag berechnet sieb nach der Erfabnmgsgleichung 

h = 0,6 b = 0,6 (0,2 D + 6), 

worin h die Keilhöhe, b die Keilbreite und D den vorher gefundene, un- 

geschwächt bleibenden WeUendurchmesser bedeutet. 

Damit erhält man den auszuführenden Wellen durch messer 
D, = D + b 
„ =D-|-0,6(0,2D + 6) 
„ =D + 0,lD + 3 

„ =1,1D+3 = 1,1. 160 + 3 = 176+3 
„ =179(^ 180 mm. 
NB. Die Welle könnte nun mit gleichbleibendem Durchmesser oder 
auch mit Achsenkopf ausgeführt werden. Es kommt ganz darauf an, ob 
das Gewicht der Welle möglichst gering gebalten werden soll oder nicht, 
und ob das Schwungrad einteilig oder mehrteilig hergestellt wird. 

Wie die Fig. 134b zeigt, sind der Welle die Abmessungen zu 
geben, die den Rechnungswerten entsprechen. Hierbei pafit sich die 
Wellenform m^lichst dem punktiert angegebenen theoretischen Grund- 
körper an. 

45. Aafgabe. Für eine stehende Dampfmaschine, die einen 
Zjlinderdurchmesser von 26 cm hat, soll nach beistehenden Abmessungen 
Wsbnert, F«$tisk*itgUhre II. 14 
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eine gekröpfte Kurbelwelle aua Stahl hergestellt werden, deren Material- 
beanapnichung 5 kg gegen Biegung und 3 kg gegen ÄbecheTung be- 
tragen BOII. 

Die Maschine arbeite mit einer Dampfspannung von 5 Atm Über- 
druck und leiste bei ^120 Umdrehungen pro Minute und bei 2,6 m 
mittlerer Eolbengeectmindigkeit > 25 Pferdestärken. Die rückwärts ver- 
längerte Kolbenstange habe einen DürchmeBser von 4 cm. 

Daa am freien Ende aufgezogene Schwungrad von 1600 kg Gewicht 
und 1,3 m Halbmesser soll als BJetnenscKeibe benutzt werden, hierbei sei 
angenommen, daß der resultierende ßiemenzug von rd. der dreifachen 
TJmfangskraft horizontal gerichtet ist Der spez. Lagerdruck soll 0>2 kg 
pro qmm nicht uberachreiten, 

Lösung; 

1. Berechnung des Kurhelradius, desKdhendruekes, des Drehmomentes 

der Wdle, des tu übertragenden Momentes, der JJmfangshraft und 

des resultierenden Riemeneuges. 

l. Der Kurbelradius B. 

Die der Mechanik entnommene Gleichung der Umfangsgeschwindig- 
keit Uefert 



;(.ui»i4.au-|Vfl^ 


^ 


fcfcr 



^ g R?r ■ 1 
.60 



30 



= — '~ = 0,19 " 



30v_30.2.5_ 
.120" 

ä. Der Kolbendruck P. 

Bezeichnet F den Zylinderquerschnitt, f den Querschnitt der durch 
beide Deckel gebenden Kolbenstange und p die größte Überdruck dampf- 
spannung, so erhält man den Kolbendruck 

-0.P= -^^ 3- -P=(D»-<'')7-P 



P = (F- 



= (625 - 



bn 
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3. Das größte Drehmoment Mnni„) der Well'e. 

Bei genauer Berechnung des größten Drehmomentes ist nach Abs. I, 8 
■der vorangegangenen Aufgabe zu verfahren. Hier gelte jedoch der in der 
PrasiB als genügend genau gerechnete Wert 

Möm«) = FR = 2390 . 0,2 = 478 mkg. 

4. Das zu übertragende Moment Up 

Da das Drehmoment der Welle,' samt dem damit fest verbundenen 
-Schwungrad, zwischen Null und dem voi^nannten Maximalwerte wechselt, 
80 ist daraus zu erkennen, daß als konstantes Übertragungsmoment Mt nur 
«in Miltfilnert in Frage kommen kann, den man mit Hilfe der im § 26 
•der Einführung angegebenen Arbeitsgleicbung erhftlt. 

Dieses Durch schnittsmoraent M^ beträgt 

Mt = 716,200 — = 716,2 . ^ = 179,05 no 179 mkg. 

-5. Die Umfangakraft P, des Sehwungrades. 
Das als Riemenscheibe dienende Schwungrad hat eine Umfangskraft 
Mt = PR„ 

/Jg 7,9 r ^ 138 kg. 

'6. Der resultierende Riemenzug R. 

Nach der aus der gestellten Aufgabe ersichtlichen Annahme erhält 
in den horizontal gerichteten, resultierenden Riemenzug 
R^T + t=2P + P = 3P 
„ = 3.138 = 414 kg. 

II. Ermittlung der Lagerdrüeke A und B. 
a) Bei aufwärts gerichtetem Kurbelzapfendruck. 
1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradge wicht 

irrübrende vertikale Lagerdruck A». 



■t^BMm, ^-^'aiiJ» -r^O,iti^- 




Nach der beistehenden Fig. 138 erhält man, den Drehpunkt der 
iWelle an der Lagerstelle B gedacht, 

A, = G,-P„ toG,1=G(1 + 1,), 
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Seclut« Aufgabengrnppe, 

Q . Gq + i.) 

und P,1=P1,. 
P.=S.i... 

Damit erhält man 

_ G(1+1.) P1,_ G(1 + 1,)-P1, 
A, j -j— j 

_ 1600 (0,8 -{- 0.3) — 239Q ■ O.S 



1600.1,1 


0,8 
— 2390 


.0,36 


0,8 
1760 — 836.6 923.5 

0,8 0,8 
1164,37 r~ 1154.4 kg. 



ä. Der vom Riemenzug uad Karbeizapfendruck her- 
rührende horiEODtale Lagerdruck Ah. 

Denkt man sich auch hier die Welle an der Lagerstelle B drehbar 
gelagert, so folgt 

Ai, = R,-f Phi, worin R, 1 = R (1 -f- ] ,), 



Pu=- 



und Pl = PhI„ 

--J-' ist 
Mit diesen Werten erhält man 

_ R(1 + 1,) Phil 
Ah- 1 + " 

_ R(i+g+Fi. i, 

1 

Um den horizontalen Kurbelzapfen druck P), bestimmen zu könneor 
sei die Pleuelstangen länge gleich der & fachen Kurbellänge angenommen^ 
wofür nach Aufgabe 44 Abs. I, 2 ein Neigungswinkel der Pleuelstange 
g^enüber der Mittelachse der Maschine von 11" 30' in Frage kommt. 

Damit erhfilt der Kurbelzapfen druck Ph einen Wert tou 
Ph 



teo=-: 



= Ptga = 2390.tgll"30' 

= 2390.0,20345 = 486,24^486,3 kg, 
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mit dem eich nun der gesuclite Lagerdrucic Ab zu 
, 414 (0,8 + 0.3) + 486,3. 0,35 

*'~ 08 

456,4+170,20 626.6 „„ . 

■' ~ — 03 — - "o;r - ™ÜS. 

■er^bt. 

8. Der resultierende Lagerdruck A. 

Wie die rechte Seite der Fig. 138 erkennea läßt, er^bt sich da? 
gesuchte Lagerdruck A mit Hilfe des pythagoreiacbeu Lehrsatzee zu 





A = yAv*4- Ah« = Vll54,4» -1-782* 






„ = Vi 332639,36 + 611 624 = Vi 944 163,36 






„=1394.3 kg. ' 




4 Der Neigungswinkel y,. 




Der Lagerdruck A ist gegenüber dem Verükaldrucke A* um 


den 


Winkel 


Ah 782 
^''' Ä, 1154,4' 
9),=34'>7' 




geneigt. 






6. 


Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradge« 


eilt 


herrüh 


ende vertikale Lagerdruck Bv. 






gelegt, so 


folgt 

B, = G, + Pg, worin Ggl = Gla, 

und P,1 = P1„ 

P.-?i i... 





Dieee Werte eingefütirt, liefert 

Gl, P1,_GV+P], 

^-T + T- 1 



_ 1600.0,3 + 2390.0,45 _ 480 + 1075 ,5 
" "" 0,8 "~ 0,8 

„ = ^~ = 1944,37 ~ 1944.4 lig. 

6. Der vom Kiemenzug und Kurbelzapfendruck her- 
rührende horizontale Lagerdruclt Bh- 

I>en Drehpunkt ati der Lageretelle A gedacht, gibt 
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Secbil« Aafffabengruppe. 
Bb = RE — Pia, worin Rjl^Rlg, 

und P»,l = Pil,. 

Mit diesen Werten erhält man 

„ rIb PhU Ris — Phi« 

Bfc = -j p = — ^j 

_ 414.0,3 — 486,3.0,45 _ 124,2 — 216,83 6 
" ~ 0,8 " 0,8 



7. Der resultierende Lagerdruck B. 

Den in Fig. 138 links dargestellten Lagerdruck B findet man zui 
B = VB,« + Bi;8 = v'l944,4»+(— 118,6)» 
„ = 1/3 780691,36 + 14042,25 = 1/3 794 733,61 
„= 1948 kg. 
8> Der Neigungswinkel <py 

Der Lagerdruck B ist g^nüber dem Vertikaldrucke B, um den' 
Winkel 

Bh 118,6 . 
*^^»=B; = 1944,4' 
f, = 3" 29' 
geneigt. 

b) Bei abwärts gerichtetem Kurbelzapfendruck, 

1. Dervom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewichf 
herrührende vertikale Lagerdruck A,. 

Legt man in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle B, so 
erhält man mit bezug auf Abs. a, 1 den Lagerdruck 
A, = G,-|-Pi 

_G(l + ls) , Fl, 

>. - ^ -I- ^ 

— ^^ + '»)iZll — ''^60 + 836-5 
" — ' l — 0,8 

2. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her- 
rührende horizontale Lagerdruck Ah. 
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Hier gilt dasselbe, vie es im Abs. a, 2 bereits festgestellt worden ist. 
Also 

Ah = 782 kg . 
8. Der resultierende Lagerdruck A. 
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts ist 






Fig. 139. 

A=yÄ7+Är* 

„ = >/3245,6*+782'= 
„ =Vl0533919,36 + 611624 
„ =yil 145443,36 
,.= 3338,4 kg . 

4. Der Neigungswinkel q,^. 

Der vom Lagerdruck A und dem Yertikaldruck A, eingeschlossene 
Winkel qi^ ergibt sich aus 

^Ah^ 782 
^'''~A,~ 3246,6' 
zu (p^ = 13" 32'. 

5. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
herrührende vertikale Lagerdruck B^. 

Denkt man sich in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle A 
gelegt, so erhält man mit bezug auf Abs. a, b 
B, = -G. + P, 

„_GI, , PI, 
- — 1 T 1 

_ Ol. -F l, 



— 696,6 6966 



, = 744,37 = ~ 744,4 l[g. 
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6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck herrüh- 
rende horizontale Lagerdruck B],. 

Auch hier gilt der bereits im Abs. a, 6 beatimmte W«t 
Bh = — 118,5 kg. 

7. Der resultierende Lagerdruck B. 
Nach Fig. 1?9 links erhält man 



B = }/B,' + Bh» = V744,4» + (— 118,&)» 
„ = 1/564131,36+1404^,25 
„ = V568 173,61 = 763,8 kg. 
8. Der Neigungswinkel qjg. 

Mit bezug auf Fig. 139 links findet eich der zwischen Bh und B, 
li^ende Winkel <p^ zu 

Bh 118,6 

y, = 9° 3'. 

XII. Berechnung des Halseapfens A und des Stimeapfens B. 
a) Die Abmessungen des Halszapfens A. 
1. Die resultierende Biegungskraft C an der Schwungrad- 
stelle. 

Mit bezug auf die Fig. 139 rechts erhält man 
C=l/Gs + E* 



„ = 1^1600* + 414^ — VS 660000 + 171 396 
„ = 1^731396 = 1652,6 kg. 

2. Das Biegungsmoment Mb für die Lagerstelle A. 
Mb — Clg = 1662,6 . 0,3^ 496,78 mkg. 

8. Das ideelle Biegungsmoment Mbi- 

Mit der im § 15 Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 erhält man 

Mbi = 0,35 Mb -|- 0,65 yMb* + (aoMt(m„))^ 
worin nach § 4 Gleichung 16 das ÄnstrengungsverbältDis 
_ kb _ kb 
°"-m + l - 1,3k, 



Führt man nun die im Abs. I, 3 und Abs. III, 2 genannten Werte 
1 die zusammengesetzte Gleichung ein, ho folgt: 
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Mbi = 0,36 . 495,78 + 0,65 ^496,78» + (1,29 . 478)* 
„ = 173,523 + 0,65 ^246800 + 380220 
„ = 173,523 + 0,66 l'626020 
„ = 173.5234-514,3 = 687,823 mkg. 
4. Der Halszapfendurcbmesser d^. 

Setzt man das ideelle Biegungsmoment Mbi ^^ die Biegnngegleichung 
ein, Bo erhält man 

Mbi = Wkb = '^ kb cv 0,1 d^okb, 



y 0,1 kb 



„=f^-^=.-\/i. 



= 111,2 f^ll2n 



S. Die Zapfen länge 1^ 

Da hier der Flächendruck p vorgeschrieben ist, so ergibt Mch die 
Zapfenlänge 1^ aus 

A ^ fj . p ^ d, 1, . p, 
wo für den Lagerdruck Ä der im Abs^ IIb, 3 für abwärts g^cbteten 
Kurbel zapfend ruck ermittelte grollte Wert einzusetzen ist. 
^ J^8^ 
' d,p 112.0,2 -^^^'^ 
„ =f^l60mm. 



6. Eontrolle gegenüber Reibungsarbeit 
A ■ n = 1, . w, 

_ A.D 8338,4.120 
*~ 1, ~ 150 

„ = 2670,7. 

Dieser weit unter der zulässigen Erfahrungsgrenze liegende Wert 
läßt erkennen,' daß die in den Lösungen 4 und 6 berechneten Zapfen- 
abmessungen zur Ausführung gelangen können. 

b) Die Abmessungen des Stirnzapfene B. 

1. Der Durchmesser d^ und die Länge lg. 

Da dieser Zapfen keinen Torsions widerstand zu leisten hat, braucht 
er auch nur auf Biegung berechnet zu werden. Zu beachten ist hier, daß 
für den Lagerdruck B der im Abs. IIa, 7 für aufwärts gerichteten Kurbel- 
zapfendruck ermittelte größte Wert einzusetzen ist. 

Nach der Biegungsgleichung folgt: 
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Mb = Wkb, worin M, = ^ 




und W = 0,ld,' 
lit erhält man 


' ist. 


^ = o,i<i.-k. 




<»i»||! = 0,lVI.b, 





^'-v^s^-y^ik- 



Das Verbältnis zwischen ], und d, beträgt nach der im 47. Bei- 
spiele der Einfuhrimg gegebenen Entwicklung 

das, in die vorstehende Gleichung eingesetzt, den Stimzapfendurchmesser 



= y 5^^ ■ 2,24 = ]/ 1948 . 2,24 = 66,06 



liefert 

Die Zapfenlänge wird dann 
Ig = 2,24 dg = 2,24 



2. Kontrolle gegenüber Reibungsarbeit. 
B.n = l2.w, 

B.n 1948.120 



- = 1580, 



lg ~ 148 
welcher Wert sehr gering ist. 

Es können also auch hier die berechneten Äbmeseungen ausgeführt 
werden. 

XF. Berechnung des Kurbelzapfens D und der Kurheiarme. 
a) Die Abmessungen des Kurbelzapfens. 

1. Das Biegungsmoment Mb 
----^■(tiSii vy ,^ und Drehmoment Mf 

^ /bii V^.Qnii.-^ Denkt man sich nach beistehender 

^W ''«7 M?Y ^'S- '^"^ beispielsweise die rechte Hälfte 

/ li6.ij«%/ ■** / itl der Welle am Kurbelzapfen D einge- 

Pig, 140. spannt, so läßt die Skizze ohne weiteres 

erkennen, daß der Kurbelzapfen 

1. dem Bieguugsmomente Mb^=B.l, und 

2. dem Drehmomente M» = B . R 
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Das Biegungsmoment erhält man mit bezug auf Abs. UI b, 1 zu 

Mb = B . 1^ = 1948 . 0,36 = 681,8 mkg. 
Das Drehmoment hat den Wert 

Mt = B . R ^ 1948 . 0,2 = 389,6 mkg. 
2. Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 

Unter bezugnahme auf Abs. lUa, 3 erhalt man nach der im § 16 
Abs. 4 angegebenen GleichuDg 98 

Mbi = 0,36Mb + 0,65 l/MT+öö^ii* 



= 0,36 . 681,8 + 0,65 t/681,8* + (I, 



. 389,6 



= 238,63 + 0,65 1^464860+^52600 
= 238,63 -f 0,65 ^717460 
= 238,63 + 660,66 
= 789,19 mkg. 

3. Der Durchmesser D und die Länge L des Kurbel- 
fena. 

Das letzte Moment, In die einfache Biegungsgleichung eingesetzt^ 
rt 

Mbi=-Wkb~0,lD»kb, 

„ =^/l578380^125,4CNJ 125 mm. 
Die Zapfenlänge L folgt dann aus 
P^F.p = DL.p, 



Dp 125.0,2 



Mit Rücksicht auf die Konstruktion der Pleuelstange sei der letzte 

Wert auf 130 mm erhöht. 

4. Kontrolle gegen Reibungsarbeit. 

P.n = L.w, 

P.n 2390.120 „„„„ 

w = -^- = ~ = 2208. 

L 130 

Dieser Wert liegt innerhalb der praktisch zulässigen Grenze. 
b) Die Abmessungen der Kurheiarme. 

Hier ist von vornherein zu beachten, daß der linke Kurbelarm 
andere Beanspruchungen erfährt, als der rechte Arm. 

Bei praktischen Ausführungen werden in der Regel die Abmessungen 
beider Arme gleich gehalten, wobei noch besonders darauf hingewiesen 
sei, daß die Armbrette, wie aus Fig. 141 zu erkennen ist, größer als der 
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Wellendurcbmeeser sein soll, damit das Drehmoment nicht nur auf dea 
halben Wellenumfang übertragen wird. 

1. Berechnung des linken Eurbelarmes. 
Für die Abmessungen dieses Armes ist der gröfite Lagerdruck B 
maßgebend {vergl. Abs. III, b, 1 und IV a, 1), der für alle Armquer- 
schnitte das konstante Drehmoment 

Mt = B.{l,-i) 
und das veränderliche Biegungsmoment 

M, = B.R, 
t.,i)X veranlaßt. Der Ab- 

stand Rx wechselt 




n . zwischen und R. 
:-.T Die 



flWX 



Fig. 141. 



Die genannten Mo- 
mente würden also zur 
Berechnung einer be- 
liebigen Querschnitts- 
stelle a o>j b dienen 
können. Kach den 

in der Figur 141 dargestellten Verhältnissen interessiert aber nur das 

größte Biegungsmoment 

Mb(™„, = B.B, 

mit dem man, unter der Annahme einer Armhöhe gleich der 3,5 fachen 

Armdicke, folgende Werte erhält: 

Nach der im g 15 Abs. 4, 4 entwickelten Gleichung 103 ist 

öl = ^ (0,35 Mb(,a„) + 0,66 l'Mb(„„)ä + (l,6a(,Mt)*). 

Führt man in dieser Oleichung das gegebene Verhältnis „h^ 3, ob" 
and für i. den Schätzungswert X ^= 100 mm ein, so liefert sie die Breite b zu 

ai = ^^-^^^{o,3b .BR-\-Oß5\fiBRf-\-(l,b .1,22 .Bil^—kjf'j, 



- (0,35BB + 0,66 B v'ß'' + {1,5 . 1,29 (li — A)}*) 
„ = V^(0,7E+l,8yE- + {l,936(l.-J))') 
" = Vt^ '"■' ■ ^° + '•' ''^' + <l.ää6(35 - i5^ 

„ = f'4,6752(l4 + 1,3 ^400 + 234^2) 
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b = f4,&7b2{n -|- 1,3 V2Ti6^) 
„ = V4,6752(14 + 60,05) 
„ = V4,6752 . 82,06 = 7,266 cmrv. 73 mm . 
Damit er^bt eich die Armhöhe 

h = 2,6 . 73 = 182,6 ~ 1 83 mm. 



2. Berechnung des rechten Kurbelarmes. 

Da ia diesem Falle das Bie^unga- und Drehmoment nicht nur allem 
vom Lagerdruck B abhängig iat, wie es beim linken Kurbelarm der Fall 
war, Bo ist zunächst festzustellen, ob die größte Beanspruchung beim Auf- 
wärts- oder Abwärtsgauge vorliegt. 

Für einen beliebigen Querschnitt an^b erhält man 

a) beim Aufwärtsgange: (vergL Fig. 142 und 138). 

1. Das Biegungsmoment Mb. 

Mb = BRi + P(R — E.) 
„ =1948Ri-|-2390(R — Ri). 

2. Das Drehmoment M». J'iMoi- 

Mt = B{l.+J.)-Fi Ä.««45 t'. i ^ ^ /g^ 

„ =1948{li + i)-2390A. ^ / f md^"' V 

b) beim Ab wärtagange: (vergl. ^/.^„^Xi''^ ' /T / 

Fig. 139.) . -, . . a.,j^j(^ 

1. Das Biegungamoment Mb. Fig. 142. 
Mb = BBi + P(R — Bi) 

„ =758,8Ri-f 2390(R — Bi). 

2. Das Drehmoment M(. 

Mt = B{li+>l) — Pi 

Die Resultate lassen erkennen, daß beim Anfwärtsgange die größtea 
Momente auftreten, die deshalb auch nur allein für die Querschnitts- 
bereclmung maßgebend sind. 

Während das Drehmoment für alle Querschnitte des Kurbelarmae 
konstant ist, wechselt das Bi^ungsmoment mit dem veränderlichen Hebel- 
arm Rx seinen WerL 

Für Rj[ = erhält man das größte Bteguugsmoment 
Mb<m„) = PR = 2390R, 
das zur Berechnung des am meist beanspruchten Querschnittes zu be- 
nutzen ist 

Die Abmessungen dieses Querschnittes erhält man in gleicher Weise^ 
wie unter 1 für den linken Arm angegeben ist, zu 
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ffi = ^ (0,3S Mh(„i) -i- 0,66 yMi,(^)S + {l,5a,Mt)»), 

worin M|,,„„| = 2390 R = 2390. 20 
„ =47800 cmkg, 
Mt = 1 948 (Ij + Jl) — 2390 ;i 
„ =1948(35+10)— 2390.10 
„ =87660 — 23900 
„ =63760 cmkg ist. 
Damit folgt 



= ^. „. . (0,35 . 47800 + 0,65 1/47800' + (1,5 . 1,29 . 63760)*} 
b*.2,5b ' ' ' ' ' 

= ^ 2 5 b'^^ (^"^ ' *'^®H~ ^'* ^478» + (1,935. 637,6)») 

= ^^ (334,6 + 1,3 V'228484 + 1 522 2ÖÖ) 



„ = _j- (334,6 + 1,3 Vi 760684) 



b« 



^{334,6 + 1 



^-n 



Die Ärmhöhe betragt dann 

h = 2,5 b = 2,5 . 80 = 2OO1 



KB. Sollen beide Kurbelarme gleiche Abmessungen erhalten, wie es 
praktisch zumeist geschieht, so sind die letzteren Abmessungen zu wählen. 

y. Berechnung der Wellendurchmesser 2), und D^ an den Kurhei- 
armen und des Durchmessers Z)j an der SchwungradsteUe. 
1. Der Durchmesser Dj am linken Kurbelarm. 
Wie die Fig. 141 erkennen läßt, wird die links der Rurb«l gelegene 
Welle nur auf Biegung beansprucht. Das Biegungsmoment für den 
'Querschnitt, mit dem sich die Welle an den linken Kurbelarm anlegt, 
beträgt mit bezug auf das im Abs. IV, b unter 1 und 2 für den Äuf- 
«ärtsgang der Kurbel Gesagte, 

Mb = B(l,-~b,) 
„ -^1948(360 — i?5 — 8o) 
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Mb = 1948 (350— 145) = 1848 . 205 
„ =399340 mmkg. 
Diesen Wert in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt^ liefert 
den Durchmesser D, 

Mb = Wkb~o,lI>2^kb, 

"934Ö 



„ =V798680 = 92,78~93 mm. 



2. Der Durchmesser D^ am rechten Kurbelarm. 

Der recht« der Kurbel gelegene Wellenteil wird auf Biegung und 
Drehung beansprucht. 

Da nun auch hier der Aufwärtsgang maßgebend ist, ao erhält man 
für den am rechten Kurbelarm anstoßenden Wellenqnerscbnitt, unter 
besugnahme auf Fig. 141 und 143 und Abs. III a, 1: 
das Eiegungsmoment 

Mb = c(], + l3-4-b.)-A(l,-^-b,) 

= 1662,6(460 + 300 — ^ — 80]— 1394,3 f4&0 — ^ — 8o) 

= 1652,6 (750 — 146) — 1394,3 (450 — 145) 
^ 1652,6 . 606 — 1394,3 . 305 
= 999823 — 425261,5 
= 1425084,6 mmkg, 
das Drehmoment 

Mt = PR = 2390. 200 
„ =478000 mmkg. 
Das ideelle BiegungsmomenC wird dann nach der im § 15 Abs. 4 
genannten Gleichung 98 mit 

Mbi = 0,36 Mb + 0,65 l^Mb» + (a^ 6f t)' 



„ =0,35.1425084,5 -|-0,65 Vi 426084,6* + (1,29 . 478000f 
„ = 498779,675 + 0,65 1^2030900000000 -|~ 380230000000 
„ =498779,576 + 6500 ■/24TTii3 
„ =498779,5764-1009300 
„ =1508079,576 no l608080 mmkg 
erhalten. 

Damit liefert die Biegungsgleicbung den Durchmeseer Dj zu 
Mbi = Wkh~0,lD,»kb, 
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y^i^y^oi^^Vsmm 



' 0, 
, = 144,5 ~ 145 



3. Der DurchmesBer Dg an der Schwungradatelle. 

Der DurchmesBer D^ der Welle an der Bchwiingradstelle C ist wie 
ein Stirnzapfen zu berechnen, wozu die Nabenläuge des Schwungrades 
bekannt sein muß. Zumeist kann man sich aber diese Rechnung sparen, 
da man von vorherein j^eiß, daß der Rechnungswert etwas kleiner ist, 
als der nebenliegende^alszapfendurchmeseer. 

Im vorliegenden Falle sei der Durchmesser Dg zu 100 mm ange- 
nommen. 

Vielfach Iwhält man auch den Zapfendurcbmesser bei oder man 
dreht den letzteren ein und gibt dem Durchmesser Dg den Wert von Dj. 

NB. Bei den Berechnungen im Abs. IV und V ist wegen des un- 
bedeutenden E^nflusaea am Endresultate auf die kleinen Neigungswinkel 
zwischen den L^erdrücken A und B gegenüber der senkrechten Richtung 
keine Rücksicht genommen worden. 

Die graphische Darstellung der Momente ist bei der gekröpften 
Kurbelwelle genau so durchzuführen, wie es bei der vorhei^henden Auf- 
gabe 44 bereits geschehen ist, auf die hier verwiesen wird. 
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